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AVVERTIMENTO 



DELL'AUTORE 



PER LA DUODECIMA EDIZIONE PARIGINA. 



.Li a dimostrazione della teoria delle parallele 
tale, come era stata presentata nella terza edi- 
zione di quesl' Opera, e nell'edizioni seguenti 
fino all'ottava inclusivamente, non essendo 
al coperto di ogni obiezione , ci aveva deter- 
minati nella nona edizione a ristabilire questa 
teoria presso a poco sulla medesima base 
d'Euclide. Alcune riflessioni ulteriori fatte 
sul medesimo oggetto, delle quali daremo gli 
sviluppi nella nota II. , ci hanno fatto disco- 
prire due nuove maniere di dimostrare il 
teorema sui tre angoli del triangolo, senza il 
soccorso di alcun postulato. Abbiamo in con- 
seguenza inserita una di tali dimostrazioni 
nel testo di questa edizione, scegliendo la 
meno lontana dall'idee ordinarie, e che 
d'altronde non sembra più difficile a com- 
prendersi di quella che era stata data nel- 
l'edizioni precedenti dalla terza fino all'ottava, 
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Un altro cangiamento che si farà osservare 
in questa edizione, è relativo alla solidità 
della piramide triangolare. Si è ristabilita 
tal dimostrazione presso a poco nel modo 
com'era stata data nella prima edizione di 
questi elementi , ma profittando d' un' idea 
felice dovuta al signor Querret capo d'istru- 
zione a San Malo; dessa consiste nel rendere 
eguali le altezze dei prismi eccedenti e defi- 
cienti, che si costruiscono nelle due piramidi 
paragonate. Con questo mezzo ìa dimostra- 
zione della solidità della piramide sembra 
ridotta all'ultimo grado di semplicità di cui 
è suscettibile. 

Finalmente, siccome le tavole trigonome- 
triche costrutte secondo la divisione decimale 
del quadrante non sono cosi generalmente 
sparse come quelle che si rapportano all' an- 
tica divisione della circonferenza, si è creduto 
che non sarebbe inutile di unire agli esempj 
di calcolo dati nella trigonometria, i resultati 
che somministrerebbe l'uso delle antiche 
tavole. 



Il Lettore, che vorrà limitarsi, almeno in 
una prima lettura , ai semplici elementi , può 
trascurare senza niuno inconveniente le Note 
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o Appendici, e generalmente tutto ciò eh' è 
impresso in caratteri piccoli, perchè meno 
utile, o tale eh' esige uno studio più profondo. 
Ritornerà in seguito su questi oggetti , se lo 
crederà a proposito , scegliendone quelli, che 
più saranno per essergli convenevoli, dietro 
*al consiglio d'un abile Professore. 

I numeri posti in margine indicano le propo- 
sizioni , alle quali dovrassi ricorrere per P intelligenza 
delle dimostrazioni. Un solo numero, come 4 » accenna 
la proposizione IV.* del Libro corrente ; due numeri, 
20, 3, denotano la XX.«« Proposizione del Libro 111.° 
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La Geometria di Legendre , le Note alla 
medesima, e la Trigonometria piana e sferica 
dello stesso tutore escono per la quarta 
volta in lingua Italiana dai torchj Fiorentini. 
Si è giudicato espediente divider V Opera in 
due Tomi riservando al secondo le Note, 
e le due Trigonometrie. La versione è stata 
accuratamente confrontata e resa concorde 
alla duodecima ed ultima edizione Parigina 
deW Opera originale : e vi si è unita la Me- 
moria di Lagrange concernente la soluzione 
di alcuni problemi relativi ai triangoli sferici 
recata essa pure in Italiano. Nulla si è omesso 
di diligenza perchè la traduzione riescisse 
letterale e fedele , guanto poteva permetterla 
il genio diverso delle due lingue ; le tavole 
delle figure sono state incise colla massima 
precisione possibile : e nessuna premura è 
stata tralasciata per ottenere la più esatta 
correzione tipografica. 
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DEFINIZIONI 

Geometria è una scienza, che ha per 
oggetto la misura delF estensione. 

L' estensione ha tre dimensioni , lunghezza , 
larghezza , ed altezza. 

il. La Linea è una lunghezza senza larghezza. 

Le estremità d' una linea si chiamano punti : 
il punto non ha dunque alcuna estensione. 

in. La Linea retta è il più corto cammino da 
un punto ad un altro. 

iv. Ogni linea , che non è retta , nè compo- 
sta di linee rette , è una linea curva. 

Cosi AB è una linea retta , ÀCDB una linea Fig. 
spezzata , o composta di linee rette , e AEB è 
una linea curva. 

v. Superficie è ciò che ha lunghezza , e lar- 
ghezza , senza altezza , o grossezza. „ 

Elem. di Geom. * 
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% GEOMETRIA. 

vi. Il Piano è una superfìcie, nella quale 
prendendo due punti a piacere , e unendo questi 
due punti con una linea retta , questa linea stia 
tutta intera nella superficie. 

vii. Ogni superficie, che non è piana ,nè com- 
posta di superficie piane, è una Superficie curva* 

vili. Solido , o Corpo, è ciò che riunisce le tre 
dimensioni dell'estensione. 
Fig. %. ix. Allorché due linee rette AB, AC s'incon- 
trano , la quantità più o meno grande, per cui 
esse sono distanti Funa dall'altra rispetto alla 
lor posizione, si chiama angolo] il punto d'in- 
contro , o d' intersezione A è il vertice dell'an- 
golo , le linee AB , AC ne sono i lati. , 

L' angolo s'indica talora colla sola lettera del 
vertice A, talora con tre lettere BAC, o CAB, 
avendo cura di porre in mezzo la lettera del detto 
vertice. 

Gli angoli sono, come tutte le quantità , 
suscettibili d' addizione , di sottrazione , di mol- 
so.tiplicazione, e di divisione: così l'angolo DCE 
è la somma dei due angoli DCB , BCE , e P an- 
golo DCB è la differenza dei due angoli DCE, 
BCE. 

Fig 3 x# Q uan do la linea retta AB incontra un'altra 
retta CD talmente che gli angoli adiacenti BAC, 
BAD siano uguali fra loro, ognuno di ( questi 
angoli si chiama un angolo retto, e la linea AB 
vien detta perpendicolare sopra CD. 

y ig ^ xi. Ogni angolo BAC minore d'un angolo 
retto è un angolo acuto ; ogni angolo DEF mag- 
giore del retro è un angolo ottuso, 

Flg> 5t xn. Due linee si dicono parallele allorché 
essendo situate nel medesimo piano non possono 
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incontrarsi , benché si prolunghino ambedue 
sino a qualunque distanza. 

xiii. Figura piana è un piano terminato per 
ogni parte da linee. 

' Se le linee son rette , lo spazio , che esse rac- 
chiudono, su chiama Figura rettilinea , o Poli- Fig. 6. 
gono , e le linee stesse prese insieme formano 
il contorno o perimetro del poligono. 

xiv. Il poligono di tre lati è il più semplice 
di tutti, e si chiama triangolo', quello di quattro 
lati si chiama quadrilatero ; quello di cinque 
pentagono ; quello di sei esagono , ec. 

xv. Si chiama triangolo equilatero quello, che Fig. 7. 
ha i suoi tre lati uguali ; triangolo isoscele quel- Fl 8» 8. 
lo , di cui due soli lati sono uguali ; triangolo 
scaleno quello , che ha i suoi tre lati disuguali. F, 8' 9* 

xvi. Il triangolo rettangolo è quello , che ha 
un angolo retto. Il lato opposto, air angolo retto 

si chiama ipotenusa. Così ABC è un triangolo Fi 8- t0 * 
rettangolo in A, e il lato BC è la di lui ipotenusa. 

xvii. Fra i quadrilateri si distinguono : 

Il quadrato , che ha i suoi lati uguali , e i suoi Fig. 11 . 
angoli retti ( Vedete la Prop. XXX. Lib. I.) , 

11 rettangolo , che ha gli angoli retti senz'ave- Fig» 12. 
re i lati uguali (Vedete la medesima Proposi- 
zione) , 

11 parallelogrammo , o rombo, che ha Mati Fig. i3. 
opposti paralleli , 

La losanga , i di cui lati sono eguali senza che Fig. 14. 
gli angoli siano retti, 

Finalmente il Trapezio , di cui due soli lati F »5- 
aon paralleli, 

xviii. Si chiama diagonale la linea retta, che 
unisce i vertici di due angoli non adiacenti : tale 

è AC. «* 4* 
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4 GEOMETRI A. 

xix. Poligono equilatero è quello, di cui tutti 
i lati sono uguali ; poligono equiangolo quello, 
di cui tutti gli angoli sono uguali. 

xx. Due Poligoni sono equilateri tra di loro 
quando hanno i lati respettiyamente uguali , e 
situati nel medesiin' ordine , Tale a dire, allor- 
ché seguitando i loro contorni in un medesimo 
senso , il primo lato deir uno è eguale al primo 
delF altro , il secondo dell' uno al secondo del- 
l' altro , il terzo al terzo , e cosi di seguito. Nella 
stessa maniera si concepisce cosa s' intende per 
due Poligoni equiangoli tra di loro. 

In ambedue i casi i lati uguali o gli angoli 
uguali si chiamano lati o angoli omologhi, 

N. lì. Ne' quattro primi Libri non si tratterà che delle 
Figure piane , o disegnate sopra una superficie piana. 

Spiegazione de' termini, e de' segni. 

Assioma è una proposizione evidente di per 
se stessa. 

Teorema è una verità, che diviene evidente 
per mezzo d' un ragionamento chiamato dimo- 
strazione. 

Problema è una questione proposta , che esige 
una soluzione. 

Lemma è una verità impiegata sussidiaria- 
mente per la dimostrazione d'un Teorema, o 
la soluzione d'un Problema. 

Il nome comune di Proposizione si attribui- 
sce indifferentemente ai Teoremi, Problemi, e 
Lemmi. 

Corollario è la conseguenza, che deriva da una 
o da più Proposizioni, 



Digitized by Google 



t i n n o i. 5 

Scolio è un'osservazione sopra una o più Pro- 
posizioni precedenti , che tende a far vedere il 
loro legame , la loro utilità , la loro restrizione , 
o la loro più estesa applicazione. 

Ipotesi è una supposizione fatta o nell' enun- 
ciato d'una Proposizione , o nel corso d* una Di- 
mostrazione, 

Il segno = è il segno delF uguaglianza ; cosi 
- T espressione A=B significa che A è uguale a B. 

Per esprimere che A è minore di B , si scrive 
A<B. 

Per esprimere che A è maggiore di B , si 
scrive A>>B. 

Il segno -+ si pronunzia più, e indica T ad- 
dizione. 

Il segno — si pronunzia meno , e indica la^ 
sottrazione : così ÀH-B rappresenta la somma 
delle quantità A e B ; A — B rappresenta la loro 
differenza, o ciò che resta togliendo B da A: 
così A— B-+C , o A-fC — B significa che A e G 
dehhono essere aggiunte insieme , e che B dev'es- 
ser tolta dal loro totale. 

Il segno X indica la moltiplicazione; così AxB 
rappresenta il prodotto d J A moltiplicata per 
B. Invece del segno X S1 adopera talora un 
punto 5 così A.B è lo stesso che AXB. S'indica 
ancora il medesimo prodotto , senza alcun segno 
intermedio , da AB ; ma non bisogna impiegare 
questa espressione se non che quando non si ha 
nel medesimo tempo da impiegar quella della 
linea AB , distanza dei punti A e B. 

L'espressione A X(Bh-C-D) indica il prò- 
dotto di A per la quantità B-t-C — D. Se biso 
gnasse moltiplicare A-hB per A — B-i-C , s* indi- 
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6 GEOMETRI J. 

cherebbe il prodotto così (Ah-B)X(A — B-+-C). 
Tutto ciò, che è rinchiuso tra parentesi , è consi- 
derato come una sola quantità. 

Un numero posto innanzi a una linea, o ad 
una quantità, serve di moltiplicatore a questa 
linea o a questa quantità; così, per esprimere 
che la linea AB è presa tre volte , si scrive 
3 AB; per indicare la metà dell'angolo A, si 
scrive 5A. 

a 

Il quadrato della linea AB s'indica con AB; 

3 

il suo cubo con AB. Spiegheremo a suo luogo 
ciò che significa precisamente il quadrato , e il 
cubo d' una linea. 

Il segno V indica una radice da estuarsi : 

così \J% è la radice quadrata d i 2 5 v AxB è la 
radice del prodotto AX^, o la media propor- 
zionale tra A e B. 

A 8 8 I O M I » 

1 • Due quantità uguali a una terza sono uguali 
fra loro. 

2, Il tutto è maggiore della sua parte. 
5. Il tutto è uguale alla somma delle parti , 
'nelle quali è stato diviso. 

4. Da un punto a un altro non si può con- 
durre che una sola linea retta. 

5. Due grandezze, linee, superficie, o solidi, 
sono uguali allorché, essendo situate Tuna 
sul!" altra , coincidono in tutta la loro estensione. 
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PROPOSIZIONE t 



TEOREMA 



CU angoli retti son tutti eguali fra loro. 

Sia la linea retta CD perpendicolare ad AB, P»g. 16. 
e GH ad EF ; dico che gli angoli AGD, EGH 
saranno Uguali fra loro. ! / ' 

Prendete le quattro distanze uguali CÀ, CB*^ — 
GE , GF ; la distanza AB sarà uguale alla di- 
stanza EF , e si potrà situare la linea EF sopra 
AB in maniera che il punto E cada in A, e il 
punto F in B. Queste due linee cosi situate 
coinciderÉrmo intieramente Pana con P altra; 
poiché altrimenti vi sarebbero due linee rette 
da A a B , il che è impossibile * ; dunque il * Am. \* 
punto (J mezzo di EF cadrà sul punto C mezzo 
di AB. Il lato GE essendo così applicato sopra 
C A , éico che il lato GH cadrà sopra CD ; poi- 
ché supponiamo , s' è possibile , che cada sopra 
una linea CK differente da CD ; siccome , per 
ipotesi *, P angolo EGH— IIGF , bisognerebbe*^ IC 
che si avesse ACK^KCB. Ma P angolo ACK 
è maggiore di ACD , e P angolo KCB è minore 
di BCD 5 d' altronde , per ipotesi , ACD=BCD; 
dunque; ACK è maggiore di KCB ; dunque la 
linfa GH non può cadere sopra una linea CK 
differente da CD ; dunque essa cade sopra CD , 
e P angolo EGH sopra ACD ; dunque tutti gli 
angoli retti sono uguali fra loro. 
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8 GEOMETRIA 

proposizione n. 

TEOREMA 

rig. 17. Ogni linea retta CD, che ne incontra un'al- 
tra AB, fa con questa due angoli adiacenti 

ACD, BCD, la di cui somma è uguale a due 
angoli retti. 

Nel punto C alzisi sopra AB la perpendico- 
lare CE. 1/ angolo AClVè la somma degli angoli 

ACE , ECD ; dunque ACD-fBCD sarà la somma 
dei tre ACE , ECD , BCD. Il primo di questi 
è retto ; gli altri due fanno insieme V angolo 
retto BCE ; dunque là somma dei due angoli 
ACD , BCD è uguale a due angoli retti. 

Corollario I. Se uno degli angoli ACD, BCD 
è retto , V altro lo sarà parimente. 
Fig. i8. Corollario IL Se la linea DE è perpendicolare 
ad AB , reciprocamente AB sarà perpendicolare 
a DE. 

Poiché dair esser DE perpendicolare ad AB 
ne segue che l'angolo ACD è uguale al suo 
adiacente DCB , e che dessi sono ambedue retti. 
Ma dall' essere l'angolo ACD un angolo retto 
ne segue che il suo adiacente ACE è pure un 
angolo retto ; dunque Y angolo ACE=ACD ; 
dunque AB è perpendicolare a DE. 
Fig. 3',. Corollario I1L Tutti gli angoli conseguirvi 
BAC, CAD,DAE; EAF, formati da una me- 
desima parte della retta BF , presi insieme <?a- 
gliono due angoli retti , perchè la loro somma è. 
eguale a quella dei due angoli adiacenti BAC * 

CAF. 
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PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA 

Due linee rette, che hanno due punti co- 
muni , coincidono V una coli 3 altra in tutta la 
loro estensione, e non /ormano che una sola 
e medesima linea retta. 

Siano i due punti comuni A e B : prima di Fig. 19. 
tutto le due linee non ne devono formar che 
una sola tra A e B, poiché altrimenti vi sareb- 
bero due linee rette da A in B ; il che è impos- 
sibile * . Supponiamo in seguito che queste *Am. 4. 
linee , essendo prolungate , comincino a sepa- 
rarsi al punto C, runa divenendo CD, l'altra 
CE. Conduciamo al punto C la linea CF, che 
faccia con CA l'angolo retto ACF. Poiché la 
linea ACD é retta, l'angolo FCD sarà un an- 
golo retto* : poiché la linea AC E é retta, V an- *i> r . 2. 
golo FCE sarà parimente un angolo retto. Ma Cor * '* 
la parte FCE non può essere uguale al tutto 
FCD : dunque le linee rette , che hanno due 
punti A e B comuni, non possono separarsi in 
verun punto del loro prolungamento: dunque esse 
non formano che una sola e medesima linea 
retta, 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

Se due angoli adiacenti ACD, DCB equi- Fig. 20 
valgono insieme a due angoli retti, i/lue lati 
esterni AC, CB saranno in linea retta. 

Poiché, se CB non è il prolungamento di AC, 



Digitized by Google 



IO GEOMETRIA 

sia CE questo prolungamento; allora la linea 
ÀCE essendo retta, la somma degli angoli ACD, 
*Pr. a. DCE sarà uguale a due retti*. Ma, per ipotesi, 
la somma degli angoli ACD, DCB è pure uguale 
a due retti ; dunque ACD-fDCB sarebbe ugua- 
le ad ACD-+DCE : togliendo da ambe le parti 
F angolo ACD, resterebbe la parte DCB eguale 
al tutto DCE ; lo che è impossibile. Dunque 
CB è il prolungamento di AC. 

* 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

Fìg.ai. Tutte le volte che due linee rette AB, DE 
si tagliano, gli angoli opposti al vertice sono 
eguali. 

Imperocché, siccome la linea DE è retta, la 
, somma degli angoli ACD, ACE è uguale a due 
retti ; e siccome la linea AB è retta, la somma 
degli angoli ACE , BCE è pure uguale a due 
retti. Dunque la somma ACDh-ACE è uguale 
alla somma ACE-+-BCE. Togliendo da ambe le 
parli lo stesso angolo ACE , resterà 1* angolo 
ACD uguale al suo opposto BCE. 

Si dimostrerebbe medesimamente che T an- 
golo ACE è uguale al suo opposto BCD. 

Scolio. I quattro angoli formati intorno a un 
punto da due rette, che si tagliano, equivalgono 
insieme a quattro angoli retti 5 poiché gli an- 
goli ACE , BCE presi insieme equivalgono a 
due angoli retti , e gli altri due ACD , BCD 
hanno lo stesso valore. 
Fig. aa. In generale, se quante rette si vogliano CA 
CB, ec. s } incontrano in un punto C, la somma 
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di tutti gli angoli consecutivi ACB, BCD, DCE, 
ECF, FCA sarà uguale a quattro angoli retti. 
Poiché, se si formassero al punto C quattro an- 
goli retti col mezzo di due linee perpendicolari 
tra loro, lo stesso spazio sarebbe occupato tanto 
da'quattro angoli retti, quanto dagli angoli suc- 
cessivi ACB, BCD, ec. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

Due triangoli sono uguali quando hanno 
un angolo uguale compreso tra lati respetti' 
v amente uguali. * 

Sia l'angolo A uguale all'angolo D, il lato Fig. a3. 
AB uguale a DE, il lato AC uguale a DF ; dico 
che i triangoli ABC, DEF saranno uguali. 

Infatti questi triangoli possono essere posti * 
l'uno sull'altro in maniera che dessi coincidano 
perfettamente. E in primo luogo, se si pone il 
lato DE sul suo uguale AB, il punto D cadrà 
in A, e il punto E in B : ma poiché l'angolo 
D è uguale all'angolo A, subito che il lato DE 
sarà situato sopra AB, il lato DF prenderà la 
direzione, AC. Di più DF è uguale ad AC ; dun- 
que il punto F cadrà in C, ed il terzo lato EF 
coprirà esattamente il terzo lato BC j dunque il 
triangolo DEF è uguale al triangolo ABC*. »Am.5. 

Corollario. Dunque dall'essere uguali tre cose 
in due triangoli, cioè, l'angolo A~=D, il lato 
AB=DE, il lato AC=DF, si può conchiude- 
re che le altre tre lo son pure, cioè, l'angolo 
B = E, l'angolo C=F, e il lato BC=EF. 
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PROPOSIZIONE VII, 

TEOREMA 

Due triangoli sono uguali quando hanno 
un lato uguale adiacente a due angoli respet- 
ti vamen te uguali. 
Fig. a3. Sia il lato BC uguale al lato EF, l'angolo 
B uguale air angolo E, e I* angolo C all'an- 
golo F ; dico che il triangolo DEF sarà uguale 
al triangolo ABC, 

Poiché, per eseguire la soprapposizione, sia 
situato EF sul suo uguale BC ; il punto E ca- 
drà in B, e il punto F in C. Poiché l'angolo 
E é uguale all' angolo B, il lato ED prenderà la 
dilezione di BA, onde il punto D si troverà su 
gualche punto della linea BA. Parimente, poi- 
ché l'angolo F è uguale all'angolo C, la linea FD 
prenderà la direzione di CA, e il punto D si 
troverà su qualche punto del lato CA ; dunque 
il punto D, che dee trovarsi a un tempo stesso 
sulle due linee BA, CA, cadrà sulla loro "unica 
intersezione A 5 dunque i due triangoli ABC, 
DEF coincidono l'uno coli' altro, e sono per- 
fettamente uguali. 

Corollario. Dunque dall'essere uguali tre cose 
in due triangoli, cioè, BC=EF, B=E, C=F, 
si può conchiudere che le .altre tre son pure 
uguali, cioè, AB=DE, AC=DF, A=D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

In un triangolo un lato qualunque e minore 
della somma degli altri due. 
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Imperocché la linea retta BC, per esempio, *'g> **• 
è il più corto cammino da B in C j * dunque *Def. 3. 
BC è minore di BA-t-AC. * 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

Se da un punto O preso dentro il triangolo Fig. *4. 
ABC si conducono alle estremità d'un lato 
BC le linee rette OB, OC, la somma di que- 
ste rette sarà minore di quella degli altri due 
lati AB, AC. 

Sia prolungata BO fino all' incontro del lato 
AC in D ; la linea retta OC è più corta che 
ODt+DC*; aggiungendo da ambe le parti BO, 8. 
si avrà BO-+OC<BO-f OD-+DC5 ovvero BO+ 
OC<BD-+DC. 

Si ha pariménte BD<cBA-+AD; aggiungendo 
da ambe le parti DC, si avrà BD-+-DC<BA-f 
AC. Ma avevamo trovato BO-*-OC<BD-fDC; 
dunque con maggior ragione BO-fOC<BA-H 

% 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

Se i due lati AB, AC del triangolo ABC so- Fig.a5. 
no uguali respettiv amente ai due lati DE, DF 
del triangoli DEF, e se nel tempo stesso l'an- 
golo BAC compreso da'primì è maggiore del- 
l' angolo EDF compreso da secondi^ dico che 
il terzo lato BC del primo triangolo sarà mag- 
giore del terzo EF del secondo. 

Fate l'angolo CAG=D, prendete AG=DE, 
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e tirate CG; il triangolo GAC sarà uguale al 
triangolo DEF, giacche questi triangoli hanno, 
per costruzione, un angolo uguale compreso tra 
» p r . 6. lati uguali* ; si avrà dunque CG=EF. Ora pos- 
sono darsi tre casi secondochè il punto G cade 
fuori del triangolo ABC, o sul lato BC, o den- 
tro dello stesso triangolo. 
Fig.*5. Primo caso. La linea retta GC è più corta di 
GI-+IC ; la linea retta AB è più corta di Al-t- 
IB ; dunque GC-fAB è minore di GI-4-AI-i ICm- 
IB, ovvero, ciò che torna lo stesso, GC-i-AB<: 
AG-+BC. Togliendo da una parte AB, e dall' al- 
tra la sua uguale AG , resterà GC<cBC ; ma 
GC=EF 5 dunque avremo EF<BC. 
* Fig.a6. Secondo caso. Se il punto G cade sul lato 
BC, è chiaro che GC, o la sua uguale EF sarà 
minore di BC. 
Fi*. 17. Terzo caso. Finalmente se il punto G cade 
dentro del triangolo ABC, si avrà, seguendo il 
Teorema precedente, AG-»-GC<ABh-BC. To- 
gliendo da una parte AG , e dall' altra la sua 
uguale AB, resterà GC<BC, o EF<BC. 

Scolio. Reciprocamente, se i due lati AB, AG 
del triangolo ABC sono eguali ai due lati DE, 
DF del triangolo DEF 5 se di più il terzo lato 
CB del primo triangolo è maggiore del terzo 
EF del secondo, dico che l'angolo BAC del 
primo triangolo sarà maggiore dell'angolo EDF 
del secondo. 

Poiché se si neghi questa Proposizione, biso- 
gnerà che l'angolo BAC sia eguale a EDF, o 
che sia minore di EDF : nel primo caso il lato 
»p r . 6. CB sarebbe eguale a EF* : nel secondo CB 
sarebbe minore di EF : ora Timo e l'altro sono 



Digitized by Google 



LIBRO J. i5 

contrarj alla supposizione : dunque BAC è mag- 
gióre di EDF. 

PROPOSIZIONE XI. 

f 

TEOREMA 

Due triangoli sono eguali allorché hanno ' 
i tre lati respettivamente eguali. 

Sia il lato AB=DE, AC=DF , BC=EF ; Fig. *3. 
dico che avremo l'angolo A=D, B=E, C=F. 

Poiché, se l'angolo A fosse maggiore del- 
l' angolo D , siccome i lati AB , AC sono re- 
spettivamente uguali ai lati DE, DF, ne se- 
guirebbe per il Teorema precedente che il lato 
BC sarebbe maggiore di EF ; e se 1' angolo A 
fosse^ minore di D , ne seguirebbe che il lato 
BC sarebbe minore di EF. Ora BC è uguale 
ad EF ; dunque 1* angolo A non può essere nè 
maggiore nè minore dell'angolo D; dunque gli 
è uguale. Si proverà nello stesso modo che 
l'angolo B~E, e l'angolo C=F. 

Scolio. Si può osservare che gli angoli uguali 
sono opposti a de' lati uguali. Così gli angoli 
uguali A, e D sono opposti ai lati uguali -BC, 
EF. 

PROPOSIZIONE XII. 1 

TEOREMA 

In un triangolo isoscele gli angoli opposti 
ai lati uguali sono uguali. 

Sia il lato AB=AC 5 dico che sarà l' ango- Fig. 28* 
lo C=B. 

Tirate la linea AD dal vertice A al punto D, 
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in mezzo della base BC ; i due triangoli ABD, 
ADC avranno i loro tre lati respettivamente 
uguali , cioè , AD comune , AB=AC per ipo- 
tesi , e BD=DC per costruzione ; dunque , in 
virtù del Teorema precedente , V angolo B è 
uguale all' angolo C. 

Corollario. Un triangolo equilatero è nel me- 
desimo tempo equiangolo, cioè ha tutti i suoi 
angoli uguali. 

Scolio. U uguaglianza de* triangoli ABD , 
ACD prova nel tempo stesso che V angolo 
BAD=DAC, e che l'angolo BDA=ADC 5 dun- 
que questi due ultimi sono retti : dunque la 
linea condotta dal vertice d'un triangolo iso- 
scele al punto di mezzo della sua base è per- 
pendicolare a questa base, e divide l'angolo 
al vertice in due parti uguali. 

In un triangolo non isoscele si prende indif- 
ferentemente per base un lato qualunque, ed 
allora il suo vertice è quello delF angolo oppo- 
sto. Nel triangolo isoscele si prende partico- 
larmente per hase il lato, che non è uguale ad 

uno degli altri due. 

* 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA 

Reciprocarne nt e , se due angoli sono uguali 
in un triangolo, i lati opposti saranno uguali^ 
e il triangolo sarà isoscele. 

Sia l'angolo ABC=ACB; dico che il lato 
AC sarà uguale al lato AB. 

Poiché , se questi lati non sono uguali , sia 
AB il maggiore de' due. Prendete BD=AC, e 
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tirate DC. L'angolo DBC per ipotesi , uguale 
air angolo ACB; i due lati DB, BG sono uguali 
ai due AC , CB j dunque il triangolo DBC* sa- * 6. 
rebbe uguale al triangolo ACB : ma la parte 
non può essere eguale al tutto: dunque non vi 
è ineguaglianza tra i*lati AB , AC ; dunque il 
triangolo ABC è isoscele. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Di due lati d'un triangolo il maggiore è 
quello , che è opposto ad un angolo maggiore ; 
e reciprocamente di due angoli d' un trian- 
golo il maggiore è quello , che è opposto ad 
un lato maggiore. 

1. ° Sia F angolo C>B; dico che il lato AB Fig. 3o. 
opposto alF angolo C è maggiore del lato AC 
opposto all' angolo B. 

Sia fatto F angolo BCDr=B ; nel triangolo 
BDC si avrà* BD=cDC. Ma la linea retta AC è * »5. 
più corta di AD-t-DC , e AD+DC==AD-t-DB= 
AB 5 dunque AB è maggiore di AC. 

2. ° Sia il lato AB;>AC; dico che V angolo 
C opposto al lato AB sarà maggiore dell'angolo 
B opposto al lato AC. 

Poiché , se si avesse C<B, ne seguirebbe, da 
ciò che si è dimostrato , AB<AC , il che è 
contro della supposizione. Se si avesse C=B , 
ne seguirebbe* AB=AC , il che è pure contro * |5t 
della supposizione. Dunque bisogna che l'an- 
golo C sia maggiore di B. 

$ 

* 

Ehm, di Geom. a 
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PROrOSIZIOKE XV. 

TEOREMA 

X 

■ig.3i. & a un V unto dato A fuori d' una retta DE 
non si può condurre che una sola perpendi- 
colare a quésta retta. 

Poiché supponiamo che se ne possano con- 
durre due AB , e AC ; prolunghiamo una di esse 
AB d'una lunghezza BF=rAB,e tiriamo FC. 

Il triangolo CBF è uguale al triangolo ABC, 
poiché T angolo CBF è retto , come pure CBA , 
il lato CB è comune , e il lato BF=AB. Dun- 

* 6. que questi triangoli sono uguali* , e ne segue 

che V angolo BCF=BCA. L'angolo BCA è ret- 
to , per ipotesi ; dunque Y angolo BCF lo è 
pure. Ma se gli angoli adiacenti BCA, BCF 
equivalgono insieme a due angoli retti , bisogna 

* 4- che la linea ACF sia retta*, donde resulta che 

• * 

fra i due medesimi punti A, e F si potrebbero 
condurre due linee rette ABF, ACF, il che è 

*A««. 4. impossibile* ; dunque è parimente impossibile 
che da un medesimo punto sian condotte due 
perpendicolari sulla medesima linea retta. 

Fig. 17. Scolio, Da un medesimo punto C dato sopra 
la linea AB è ugualmente impossibile di con- 
durre due perpendicolari a questa linea : perché, 
se CD, e CE fossero queste due perpendico- 
lari , V angolo DCB sarebbe retto , come pure 
BCE , e la parte sarebbe eguale al tutto. 



1 
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% PROPOSIZIONE XVI, 

TEOREMA 

Se da un punto A situato fuori d* una retta Fig. %u 
DE si conducono la perpendicolare AB su que- 
sta retta 9 e differenti oblique AE, AC, AD, ec. 
a differenti punti della medesima retta , 

1. ° La perpendicolare AB sarà più corta 
d' ogni obliqua. 

2. ° Le due oblique AC, AE, condotte da una 
parte e dall 9 altra della perpendicolare a di- 
stanze uguali BC, BE , saranno uguali. 

3. ° Di JLue oblique AC, e AD, o AE ed AD, 
condotte come si vorrà, quella, che si allon- 
tana di più dalla perpendicolare , sarà la più 
lunga. 

Prolungate la perpendicolare AB d'una lun- 
ghezza BF=AB , ed unite FC , FD. 

U° Il triangolo BCF è uguale al triangolo 
BCA , perchè 1' angolo retto CBF=CBA, il lato 
CB è comune , e il lato BF=BA ; dunque* il * 6. 
terzo lato CF è uguale al terzo AC. Ora ABF 
linea retta è più corta di ACF linea spezzata ; 
dunque AB metà di ABF è più corta di AC metà 
di ACF; dunque l.° la perpendicolare è più corta 
d'ogni obliqua. 

2. 0 Se si suppone BE=BC , siccome si hanno 
inoltre AB comune , e Y angolo ABE^rrABC, ne 
segue che il triangolo ABE è uguale al triangolo 
ABC* : dunque i lati AE , AC sono uguali ; dun- * 5 
que 2. 0 due oblique , che si allontanano ugual- 
mente dalla perpendicolare, sono uguali. 

3.° Nel triangolo DFA la somma delle linee 
AC, CF è minore* della somma de lati AD, * 9« 
\ ■ 
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DF; dunque AC, metà della linea ACF , é mi- 
nore di AD , metà di ADF ; dunque 5.° le obli- 
que, che si allontanan di più dalla perpendico- 
lare , sono le più lunghe. 

Corollario I. La perpendicolare misura la vera 
distanza da un punto ad una retta, poiché dessa 
è più corta d' ogni obliqua. 

//. Da un medesimo punto non si possono 
condurre a una medesima retta Ire rette uguali j 
poiché , se ciò fosse , vi sarebbero da una me- 
desima parte della perpendicolare due oblique 
uguali 5 il che è impossibile. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA 

Fig. 3a* $ e dal punto C , in mezzo della retta AB, 
si alza la perpendicolore EF su questa retta, 
i.° ogni punto della perpendicolare sarà 
ugualmente distante dalle due estremità della 
linea AB ; a.° ogni punto situato fuori della 
perpendicolare sarà disugualmente distante 
dalle medesime estremità A,eB. 

Imperocché, i.° siccome si suppone AC=CB r 
le due oblique AD, DB s'allontanano ugualmente 
dalla perpendicolare ; desse dunque sono uguali. 
Lo stesso accade delle due oblique AE, EB, 
delle due AF, FB, ec. ; dunque i.° ogni punto 
della perpendicolare è ugualmente distante dalle 
estremità A, e B. 

2.° Sia I un punto fuori della perpendicolare; 
se si tirano IA, IB, una di queste linee taglierà 
la perpendicolare in D, d'onde tirando DB si 
avrà DB=DA. Ma la linea retta IB é più corta 
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che la liuea spezzata ID-+DB, e ID-t-DB=ID-f. 
DA=IÀ; dunque IB<IA; dunque 2.° ogni 
punto fuori della perpendicolare è disugual- 
mente distante dalle estremità A, e B. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Due triangoli rettangoli sono uguali quando 
hanno le ipotenuse uguali , e un lato uguale» 

Sia l'ipotenusa AC=DF, e il lato AB=DE 5 Fig.33. 
dico che il triangolo rettangolo ABC sarà ugnale 
al triangolo rettangolo DEF. 

L'uguaglianza sarebbe manifesta se il terzo 
lato BC fosse uguale al terzo EF. Supponiamo, 
s' è possibile , che questi lati non siano uguali , 
e che BC sia il maggiore. Prendete BG=EF , e 
tirate AG. Il triangolo ABG è uguale al trian- 
golo DEF , perchè V angolo retto B è uguale 
all'angolo retto E, il lato AB^rDE , e il lato 
BG=EF ; dunque questi due triangoli sono 
uguali*, e si ha per conseguenza AG=DF: 6 * 
ma per V ipotesi , DF— AC ; dunque AG=AC. 
Ma l'obliqua AC non può essere uguale ad 
AG*, giacché è più lontana dalla perpendi- * l6 * 
colare AB 5 dunque è impossibile che BC dif* 
ferisca da EF : dunque il triangolo ABC è uguale 
al triangolo DEF. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

In qualunque triangolo , la somma dei tre 
angoli è eguale a due angoli retti. 
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Fig. 35. ^ m ^BC triangolo proposto ne] odiale sup- 
porremo (1) clie AB è il maggior lato e BC il 
minore, e che così ACB è il maggiore angolo, e 

♦pr.14.BAC il minore.* 

Per il punto A -e per il punto I mezzo del 
lato opposto BC, conducete la retta AI , che pro- 
lungherete in C sino a che AC'=AB ; prolungate 
parimente AB in B' fino a che AB' sia doppia 
di AI. 

Se si denotino per A, B, C i tre angoli del 
triangolo ABC, e similmente per A', B', C i tre 
angoli del triangolo ABC, io dico che avremo 
l'angolo C'=B-+C, e l'angolo A=A'h-B'; d'onde 
resulta A-+B-+C— A'-fB'-+C, vale' a dire che la 
somma de' tre angoli è la medesima nei due trian- 
goli. 

Per dimostrarlo , fate AK=AI ed unite C'K, 
avrete il triangolo C'AK eguale al triangolo BAI. 
Perchè in questi due triangoli, l'angolo comune 
A è compreso tra lati respettivamente eguali, 



tu 









C'K è eguale al terzo BI 5 dunque anche l'angolo 
AC K=ABC, e l'angolo AKC±=AIB. 

Io dico adesso che il triangolo B C'K è eguale 
al triangolo ACI, perchè la somma de' due an- 
goli adiacenti AKC'-f C'KB' è eguale a due angoli 
* pr. ». retti* come pure la somma de' due angoli AIC-+- 
AlB; togliendo da amhe le parti gli angoli eguali 
AKC, AIB, resterà V angolo CKB'=A1C. Que- 
sti angoli eguali nei due triangoli sono compresi 
tra lati respettivamente eguali , cioè C / K=cIB= 

(1) Qucsla supposizione non escludo fi caso in cui 
il lato medio AC tosse eguale ad uno degli estremi 
AB o BC. 
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IC , e KB'=AK=AI, poiché abbiamo supposto 
AB'=2AI=2AK. Dunque i due triangoli B'C'K, 
AGI, sono eguali*; dunque il lato C'B'srsAC, * 
l'angolo BCK=ACB, e l'angolo KB'C'=CAI. 

Segue da ciò, x.° cbe l'angolo AC'B', denotato 
per C, è composto di due angoli eguali agli an- 
goli B e C del triangolo ABC , e che si ha perciò 
C '=B-+-C che l'angolo A del triangolo ABC, 
è composto dell'angolo A' ovvero C AB', che 
appartiene al triangolo AB'C, e dell'angolo CAI 
eguale all' angolo B' del medesimo triangolo, il 
che somministra A=A'-+-B' : dunque A-f Bh-G= 
A'-i-B'-+C'. D'altronde poiché si ha per ipotesi 
AC<AB, ed in conseguenza C B <AC , si vede 
che nel triangolo AC'B' V angolo A, denotato per 
A', è minore di B' ; e siccome la somma di questi 
due è eguale all' angolo A del triangolo proposto, 
* ne segue che si ha l'angolo A'<2 A. 

Se si applica la medesima costruzione al trian- 
golo AB'C, per formare un terzo triangolo 
AC'B", i cui angoli saranno designati per A", 
B", C" , avremo similmente le due eguaglianze 
C''=C'-+B / ,A'===A' / -4-B' / , d'onde resulta A+B'-f 
C , =A''-fB , '-i-C / '. Così la somma de' tre angoli è 
la medesima in questi tre triangoli : avremo nel 
tempo istesso l'angolo A"<àA', ed in conse- 
guenza A"<|A. 

Continuando indefinitamente la serie de' trian- 
goli AQB', AC 'B'', ec, perverremo ad un trian- 
golo abcj nel quale la somma dei tre angoli sarà 
sempre la medesima che nel triangolo proposto 
ABC , e che jrvrà l' angolo a minore di qualunque 
termine si voglia della progressione decrescente 
iA,JA, £A,ec. 
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Possiamo dunque supporre questa serie di 
triangoli tanto prolungata fino a che l'angolo a 
sia minore di qualunque angolo dato. 

E se col mezzo del triangolo abc si costruisce 
il triangolo seguente a b'c\ la somma degli an- 
goli o'h-ì' di quest'ultimo sarà eguale all'angolo a\ 
e sarà in conseguenza minore di qualunque an- 
golo dato : dal che si vede che la somma de'tre 
angoli del triangolo a'b'c' si riduce quasi al solo 
angolo c\ 

Affine d'avere la misura precisa di questa 
somma, prolunghiamo il lato a'c' verso d\e chia- 
miamo x' l'angolo esterno b'cd' ; quest'angolo 
x' unito all'angolo c del triangolo db' e' fa una 
* pr. a. somma eguale a due angoli retti* j così denotando 
l'angolo retto per D, avremo c'=aD — x' $ dunque 
la somma degli angoli del triangolo ac'V sarà 

zV-+a-+b'—x'. 

Ma si può concepire che il triangolo a c'b 
cangi ne' suoi angoli e ne' suoi lati, in modo da 
rappresentare i triangoli successivi , che si produ- 
cono ulteriormente dalla medesima costruzione, 
e si approssimano di più in più al limite, ove 
gli angoli a e b' fossero nulli. In questo limite la 
retta a'c ' d! confondendosi con a'b\ i tre punti 
a'yc'yb' finiscono con essere esattamente in linea 
retta; allora gli angoli b'ex' divengono nulli 
nel medesimo tempo che a\ e la quantità sD-i-a' 
-+Ì — x\ la quale misura la somma de' tre angoli 
del triangolo acb\ si riduce a 2D , dunque ut 
qualunque triangolo la somma de' tre angoli 
è eguale a due angoli retti. 

Corollario 1. Due angoli d'un triangolo es- 
sendo dati, o solamente la loro somma, si co- 
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noscerà il terzo togliendo la somma di quei due 
angoli da due angoli retti. 

IL Se due angoli d' un triangolo sono eguali 
rispettivamente a due angoli d' un altro trian- 
golo, il terzo angolo delT uno sarà eguale al 
terzo dell'altro, e i due triangoli saranno equian- 
goli tra di loro. 

III. In un triangolo non può esservi che 
un solo angolo retto ; poiché , se ve ne fossero 
due , il terzo diverrebbe nullo : a più forte ra- 
gione un triangolo non può avere che un solo 
angolo ottuso. 

IV. In un triangolo rettangolo la somma dei 
due angoli acuti è uguale ad un retto. 

V t In un triangolo equilatero, ciascuno de'suoi 
angoli è il terzo di due angoli retti, o i due terzi 
d'un retto. Dunque se l'angolo retto è espresso 
da 1, T angolo del triangolo equilatero sarà 
espresso da 3. 

VL In qualunque triangolo ABC se si pro- 
lunga il lato AB verso D , V angolo esterno CBD 
sarà eguale alla somma dei due interni opposti 
A,t" C; poiché aggiungendo da ambe le parti 
ABC, le due somme sono eguali a due angoli retti. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA 

, La somma di tutti gli angoli interni d'un 
Poligono e uguale a tante volte due angoli 
retti quante unità vi sono nel numero dei 
suoi lati meno due. 

Sia ABCDEF ec. il Poligono proposto; se Fi g # ^ a . 
dal vertice d'un medesimo angolo A si condu- 
cano a tutti i vertici degli angoli opposti le 
Elem. di Geom. 3 
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• 

diagonali AC, AD, AE, ec. è facile il vedere 
che il Poligono resterà diviso in cinque trian- 
goli , avendo sette lati , in sei triangoli , avendo 
otto lati , e in generale in tanti triangoli quanti 
iati ha il Poligono meno due ; perchè questi 
triangoli possono essere considerati come aventi 
per vertice comune il punto A, e per basi i dif- 
ferenti lati del Poligono, eccettuati i due soli, 
che formano Y angolo A. Si vede nel medesimo 
tempo che la somma degli angoli di tutti questi 
triangoli non differisce punto dalla somma de- 
gli angoli del Poligono; Dunque quest'ultima 
gomma ò ugnale a tante volte due angoli retti 
quanti sono i triangoli , e vale a dire quante 
unità vi sono nel numero dei lati del Poligono 
meno due. 

Corollario I. La somma degli angoli d' un 
quadrilatero è uguale a due angoli retti molti- 
plicati per 4 — : 2 > ciò che fa quattro angoli retti. 
Dunque , se tutti gli angoli d' un quadrilatero 
sono eguali , ciascuno di loro sarà un angolo 
retto; lo che giustifica la Definizione xvu, ove 
si è presupposto che i quattro angoli d'un qua- 
drilatero sono retti nel caso sì del rettangolo 
che del quadrato. 

77. La somma degli angoli d' un pentagono è 
eguale a due angoli retti moltiplicati per 5 — 2; 
il che fa 6 angoli retti : dunque , allorché un 
pentagono è equiangolo , vale a dire allorché 
i suoi angoli sono eguali gli uni agli altri , cia- 
scuno di loro è eguale al quinto di sei angoli 
retti, ovvero ai % d'un angolo retto. 

777. La somma degli angoli d' un esagono è 
di 2X(6 — a), ovvero di 8 angoli retti; dun- 
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que nell'esagono equiangolo ciascun angolo è 
£ ovvero f d' un angolo retto. 

Scolio. Se si volesse applicare questa Propo- Fig. 43. 
sizione ai Poligoni, nei quali vi fosse uno o più 
angoli rientranti, bisognerebbe considerare cia- 
scun angolo rientrante come essendo più glande 
di due angoli retti. Ma, a scanso d'* ogni imba- 
razzo, non considereremo qui, ed in appresso, 
«e non cbe i Poligoni ad angoli salienti , che 
si possono chiamare ancora Poligoni convessi. 
Ogni Poligono convesso è tale, cbe una linea 
retta, condotta come si vorrà, non può in- 
contrare il contorno di questo Poligono se non 
che in due punti. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

1 Se due linee rette AB, CD, sono perpendi-Fìs-M. 

colori ad una terza FG, queste due linee sa- 
ranno parallele , vale a dire che desse non 
potranno incontrarsi a qualunque distanza 
si prolunghino. 

Poiché se desse s' incontrassero in un punto 
O, vi sarebbero due perpendicolari OF, OG, 
abbassate da un medesimo punto O sopra una 
medesima linea FG, il che è impossibile*. * tS. 

PROPOSIZIONE XXII. 

- TEOREMA 

I Se due linee rette AB, CD, fanno con una 

1 terza EF, due angoli interni BEF, DFE, la di 
cui somma sia eguale a due angoli retti , le 
linee AB, CD, saranno parallele* 
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Se gli angoli BEF, DFE fossero eguali, dessi 
sarebbero retti ambedue, e si caderebbe nel ca- 
so della proposizione precedente: supponghia- 
mo dunque che i medesimi siano ineguali, e per 
il punto F, vertice del più grande, abbassiamo 
FG perpendicolare sopra AB, 

Nel triangolo EFG la somma de' due angoli 

* 19. acuti è eguale ad un angolo retto* 5 questa som- 

ma essendo tolta dalla somma BEF~t-DFE, e- 
guale per ipotesi a due angoli retti, resterà 
T angolo DFG eguale ad un angolo retto. Dun- 
qrue le due linee AB, CD sono perpendicolari 
ad una medesima linea FG, dunque esse sono 

* si. parallele *, 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

» 

Fig.37. Se due linee rette AB, CD, fanno con una 
terza EF due angoli interni da una medesima 
parte, la di cui somma sia minore o maggiore 
di due angoli retti, le linee AB, CD, prolun- 
gate sufficientemente, dovranno incontrarsi. 

Sia i.o la somma BEF-fEFD minore di due 
angoli retti ; conducete FG in modo che V an- 
golo EFG=AEF, avrete la somma BEF-*- EFG 
eguale alla somma BEF-fAEF, e per conseguen- 
za eguale a due angoli retti j e poiché BEF-h 
EFD è minore di due angoli retti, la retta DF 
sarà compresa nell'angolo EFG. 

Per il punto F tirate un' obliqua FM, la quale 
incontri AB in M$ l'angolo AMF sarà eguale a 
GFM, poiché aggiungendo da una parte e dal- 
l' altra una medesima quantità EFM-+FEM, le 
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due somme sono eguali ciascuna a due angoli 
retti. Prendete in seguito MN=FM ed unite 
FN ; ¥ angolo AMF, esterno^rispetto al trian- 
golo FMN, è eguale alla somma de' due interni 
opposti MFN, MNF*5 quest'ultimi sono eguali * 
tra loro, poiché dessi sono opposti a de' lati c 
eguali MN, FM ; dunque V angolo AMF , o il 
suo eguale MFG, é doppio di MFN; dunque 
la retta FN divide in due parti eguali l'angolo 
GFM ed incontra la linea AB in un punto N 
situato alla distanza MN=FM. 

Segue dalla medesima dimostrazione che se si 
prende NP=FN, determineremo sulla linea AB 
il punto P ove termina la retta FP, la quale 
fa l'angolo GFP eguale alla metà dell'angolo 
GFN, ovvero al quarto dell'angolo GFM* 

Si può dunque prendere così successivamente 
la metà , il quarto , V ottavo , ec. dell' angolo 
GFM, e le linee, che operano queste divisioni 
incontreranno AB in dei punti di più in più 
lontani, ma facili a determinare, poiché MN== 
FM, NP=FN , PQ=PF, ec. Possiamo ancora 
osservare che ciascuna distanza da uno di que- 
sti punti d' intersezione al punto fisso F, non è 
affatto doppia della distanza dal punto d' inter- 
sezione precedente, poiché FN, per esempio, 
é minore di FM-*-MN ovvero aFM ; si ha pa- 
rimente FP< 2FN, FQ< 2FP, ec. 

Ma continuando a suddividere l'angolo GFM 
in ragion dupla, armeremo hen presto ad un 
angolo GFZ minore dell'angolo dato GFD, e 
sarà vero ancora che FZ prolungato incontra 
AB in un punto determinato : dunque a più forte 
ragione la retta FD compresa nell'angolo EFZ* 
incontrerà AB. 
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Supponghiamo 2.° che la somma de' due an- 
goli interni AEF-hCFE sia maggiore di due an- 
goli retti 5 se si prolunga AE verso B e CF 
verso D , la somma de* quattro angoli AEF , 
BEF, CFE, EFD, sarà eguale a quattro angoli 
retti ; dunque se da questa somma si toglie AEF 
-f-CFE maggiore di due angoli retti, resterà la 
somma BEF t-EFD minore di due angoli retti. 
Dunque, dietro al primo caso, le linee JEB, FD, 
prolungate sufficientemente, debbono incontrarsi. 

Corollario. Per un punto dato F non si può 
condurre che una sola parallela alla linea data 
AB ; poiché avendo tirata FE a piacere , non 
vi è che la linea FG, che faccia la somma dei 
due angoli BEF-+EFG eguale a due angoli retti ; 
qualunque altra linea FD farebbe la somma dei 
due angoli BEF-hEFD minore o maggiore di 
due retti; ed incontrerebbe per conseguenza la 
linea AB. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA 

53. Se due linee parallele AB, CD sono incon- 
trate da una secante EF, la somma degli an- 
goli interni AGO, GOC sarà uguale a due 
a figo li retti. 

Poiché, se dessa fosse maggiore, o minore, 
le due rette AB, CD s'incontrerebbero da una 
parte, o dall'altra*, e non sarebbero parallele. 

Corollario 7. Se ¥ angolo GOC è retto, l'an- 
golo AGO dev* esserlo pure ; dunque ogni linea 
retta perpendicolare a una delle parallele è per- 
pendicolare anco all'altra. 
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//. Poiché la somma A&0-+GOC è uguale a 
due angoli retti, e che la somma GOD -GOC 
è pure uguale a due angoli retti , se si tolga 
da una parte e dall'altra GOC, si avrà l'angolo 
AGO=GOD. D'altronde AGÓ=BGE, e GOD 
=COF * ; dunque i quattro angoli acuti AGO, * 5. 
BGE, GOD, COF sono uguali fra loro : accade 
lo stesso de" quattro angoli ottusi AGE, BGO, 
GOC, DOF. Si può osservare altresì che som- 
mando uno de" quattro angoli acuti Con uno 
uV quattro ottusi, la somma sarà sempre uguale 
a due angoli retti. 

Scolio. Gli angoli, de* quali ahhiamo parlato, 
paragonati due a due, prendono differenti nomi. 
Abbiamo già chiamato gli angoli AGO, GOC 
inferni da una medesima parte; gli angoli 
BGO, GOD hanno il medesimo nome; gli angoli 
AGO, GOD si chiamano alter ni-inter ni , o sem- 
plicemente alterni ; e così pure gli angoli BGO, 
GOC. Finalmente si chiamano interni-esterni 
gli angoli EGB, GOD , oppure EGA, GOC; 
ed alter ni-e sterni gli angoli EGB, COF, ov- 
vero AGE, DOF. Ciò posto, s" possono riguar- 
dare le seguenti Proposizioni come se fossero 
già dimostrate. 

1/ Gli angoli interni da una medesima parte 
presi insieme equivalgono a due angoli retti. 

2.» Gli angoli alterni-interni sono eguali; co- 
me pure gli angoli interni-esterni, e gli angoli 
alterni-esterni. ^ 

Reciprocamente se, in questo secondo caso, due 
angoli del medesimo nome sono uguali, si può 
conchiudere che le linee, alle quali si rapporta- 
no, sono parallele. Sia , per esempio, Y angolo 
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» AGO=GOD : poiché GOC+GOD è uguale • 
due retti, si avrà pure AGO-f GOC uguale a due 
1 aa. retti; dunque* le linee AG, CO sono parallele. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA 

ttg. 39» Due ii/iee AB , CD parallele a una terza 

EF sono parallele fra toro. 

Conducete la secante PQR perpendicolare ad 

EF. Poiché AB é parallela ad EF, la secante 
»Cor. 1. PR sarà perpendicolare ad AB * ; parimente 
Pr « 2 4- poiché CD é parallela ad EF , la secante PR 

sarà perpendicolare a CD. Dunque AB e CD 

sono perpendicolari alla medesima linea PQ l 

* »*« dunque sono parallele *. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA 

Fig.40. Due parallele sono per tutto ugualmente 
distanti. 

Essendo date le due parallele AB, CD, se da 
due punti presi a piacere s'inalzino sopra AB 
le due perpendicolari EG , FH , le rette EG , 
FH saranno nel medesimo tempo perpendico- 

* 24. lari a CD* : inoltre dico che queste rette saranno. 

eguali tra loro. 

Poiché, tirando GF, gli angoli GFE, FGII, 
considerati per rapporto alle parallele AB, CD, 

* S ak saranno e 8 ua li come alterni-interni * 5 parimente, 
' " poiché le rette EG, FH sono perpendicolari ad 

una medesima retta AB, ed m conseguenza pa- 
rallele tra loro , gli angoli EGF, GJ'H , con-. 
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siderali per rapporto alle parallele GE , FH , 
saranno eguali come alterni -interni : dunque i 
due triangoli EFG, FGH hanno un lato comu- 
ne FG adiacente a due angoli respettivamente 
eguali ; dunque questi due triangoli sono eguali* 5 * 7* 
dunque il lato EG, che misura la distanza delle 
parallele AB, CD nel punto E, è uguale al lato 
FH, che misura la distanza di queste medesime 
parallele nel punto F. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

i*** TEOREMA 

J 1 Se due angoli BAC , ^DEF hanno i lati re- fì$. 41. 
\ spettivamente paralleli, e diretti nel medesi- 
mo senso, questi due angoli saranno uguali. 

Prolungate, s'è necessario, DE finché incon- 
tri AC in G; T angolo DEF è uguale a DGC, 
perchè EF è parallela a GC* 5 l'angolo DGC è • *4- 
uguale a BAC, perchè DG è parallela ad AB; 
dunque V angolo DEF è uguale a BAC. 

Scolio. Si pone in questa Proposizione la re- 
strizione che il lato EF sia diretto nel medesimo 
senso di AC, ed ED nel medesimo senso di AB; 
la ragione di ciò è che, se si prolunga EF verso 
H, l'angolo DEH avrà i suoi lati paralleli a 
quelli dell'angolo BAC, ma questo non gli sa- 
rebbe uguale. In tal caso l'angolo DEH e l'an- 
golo BAC farebbero insieme due angoli retti* 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA 

lati opposti d' un parallelogrammo sono 
uguali, così pure gli angoli opposti. 

Tirate la diagonale BD$ i due triangoli ADB^ rig, 44* 
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DBC hanno il lato comune BD ; di più , a ca- 
gione delle parallele AD, BC V angolo ADB= 

* a 4- DBG*, ed a cagione delle parallele AB, CD 

l' angolo ABD—BDC ; dunque i due triangoli 

* 7- ADB, DBC sono uguali*; dunque il lato AB 

opposto air angolo ADB è uguale al lato DC 
opposto all'angolo uguale DBC, e parimente il 
terzo lato AD è eguale al terzo BC ; dunque i 
lati opposti d'un parallelogrammo sono uguali. 

In secondo luogo dall'uguaglianza de' mede- 
simi triangoli ne segue che l'angolo A è uguale 
all'angolo C, e similmente che l'angolo ADC, 
composto de' due angoli ADB , BDC , è uguale 
all'angolo ABC, composto de' due angoli DBC, 
ABD ; dunque gli angoli opposti d'un paralle- 
logrammo sono uguali. 

Corollario. Dunque due parallele AB, CD 
comprese fra due altre parallele AD, BC sono 
uguali. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA 

Fig. 44. Se in un quadrilatero ABCD i lati opposti 
sono uguali, talmente che sia AB=CD, e AD 
=BC, 1 lati eguali saranno paralleli, e la Fi- 
gura sarà un parallelogrammo. 

Poiché, tirando la diagonale BD, i due trian- 
goli ABD, BDC avranno i tre lati ispettiva- 
mente uguali: dunque saranno uguali 5 dunque 
l'angolo ADB opposto al lato AB è uguale 

» 2 .j. all'angolo DBC opposto al lato CD 3 dunque* 
il lato AD è parallelo a BC. Per una simil ra- 
gione AB è parallelo a CD; dunque il quadrila- 
tero ABCD è un parallelogrammo. 
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PROPOSIZIONE XXX. . 

TEOREMA 

Se i due lati opposti AB , CD d'un quadri- Fig.44- 
faterò sono uguali e paralleli , gli altri due 
lati saranno parimente eguali e paralleli , e 
la Figura ABCD sarà un parallelogrammo 

Sia tirata la diagonale BD. Foichè AB è pa- 
rallelo a CD , gli angoli alterni ABD , BDC 
sono eguali*:, d'altronde il lato AB=rDC , il * *4 
lato DB è comune 3 dunque il triangolo ABD 
è uguale al triangolo DBC * ; dunque il lato * <5 
Al)=^BC, r angolo ADB=DBC, ed in conse- 
guenza AD è parallelo a BC ; dunque la Figura 
ABCD è un parallelogrammo. 

PRurOSIZIOKE XXXI. 

TEOREMA 

% 

Le due diagonali AC, BD d' un parallelo- Fig. 45. 
grammo si tagliano scambievolmente in due 
parti eguali. 

Poiché, paragonando il triangolo ADO al 
triangolo COB, si trova il lato AD--CB, Y an- 
golo ADO=CBO * e l'angolo DAO=OCB$ * M- 
dunque questi due triangoli sono eguali * ; dun- * 7. 
que AG , lato opposto all' angolo ADO , è 
uguale ad OC , lato opposto all' angolo OBC ; 
dunque ancora DO=OB. 

Scolio. Nel caso della losanga i lati AB, BC 
essendo eguali, i triangoli AOB, OBC hanno i 
tre lati respettivamente eguali , e sono per con- 
seguenza eguali; d'onde segue che l'angolo AOB 
=BOC , e perciò che le due diagonali di una 
losanga si tagliano scambievolmente ad angoli 
retti. 
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IL CIRCOLO 

E LA MISURA DEGLI ANGOLI 



DEFINIZIONI 



4°*« I. JLia circonferenza del circolo è una linea 
curva, di cui tutti i punti sono ugualmente 
distanti da un punto interno, che chiamasi 
centro. 

Il circolo è lo spazio compreso da questa 
linea curva. 



ND. Talora nel discorso si confonde il circolo colla- 
san circonferenza; ma sarà sempre facile ristabilire 
l'e*atle2za delle espressioni ricordandosi che il circola 
è una superficie, che ha lunghezza e larghezza, mentre 
la circonferenza non è che una linea. 

n. Ogni linea retta CA, CE, CD ec. condot^ 
ta dal centro alla circonferenza si chiama raggio, 
o semi-diametro. Ogni retta, come AB, che 
passa pel centro , e eh" é terminata da ambe le 
parti alla circonferenza, si chiama diametro* 

In virtù della definizione del circolo tutti i 
raggi sono uguali ; tutti i diametri sono pure 
uguali, e doppj del raggio. 
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in. Si chiama arco una porzione di circon- 
ferenza, come FHG. 

La corda o sottesa delT arco è la linea retta 
FG, che unisce le sue due estremità. 

iv. Segmento è la superficie o porzione di 
circolo compresa fra l'arco, e la corda. 

NB. Alla medesima corda FG corrispondono sem- 
pre due archi FHG, FEG, e per conseguenza anche 
due segmenti; ma s'intende sempre di parlar del mi- 
nore, salvo che si esprima il contrario. 

v. Settore è la parte del circolo compresa fca 
un arco DE, e i due raggi CD , CE condotti 
alle estremità del medesimo arco. 

vi. Si chiama linea iscritta nel circolo quel- ri* 47. 
la, le cui estremità sono alla circonferenza, co- 
me AB; 

àngolo iscritto un angolo, come BAC, il di 
cui vertice è alla circonferenza, e che è formato 
-da due corde ; 

Triangolo iscritto un triangolo, come BAC, 
i cui tre angoli hanno i loro vertici alla circon- 
ferenza ; 

Ed in generale Figura iscritta quella, di cui 
tutti gli angoli hanno i loro vertici alla circon- 
ferenza: nel tempo stesso si dice che il circolo 
è circoscritto a questa Figura. 

vii. Si chiama secante una linea, che incon- 
tra la circonferenza in due punti; tale è AB. Fig. 48* 

vili. Tangente è una linea, che non ha che • 
jin sol punto di comune colla circonferenza; 
tale è CD. 

Il punto comune M si chiama punto di con- 
tatto. 
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ix. Parimente due circonferenze sono tan- 
genti Funa dell'altra allorché desse non hanno 
che un sol punto di comune. 
Fig.iCo. x. Un poligono è circoscritto ad un circolo 
quando tutti i suoi lati sono tangenti delia cir- 
conferenza ; nello stesso caso si dice che il cir- 
colo è iscritto nel poligono. 

PROPOSIZIONE L 

TEOREMA 

Pig. 49. Ogni diametro AB divide il circolo, e la sua 
circon ferenza in due parti uguali. 

Poiché , se si applica la figura AEB sopra 
AFB conservando la base comune AB , biso- 
gnerà che la linea curva AEB cada esattamente 
sulla linea curva AFB , altrimenti si avrebbero 
nell' una o nelF altra dei punti disugualmente 
lontani dal centro $ il che è contro la definizione 
del circolo. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

Ogni corda è minore del diametro. 
F 'g-49' Perocché, se alle estremità della corda AD 
si conducano i raggi AC, CD si avrà la linea 
retta AD<AC-4-CD, o AD<AB. 

Corollario. Duncpié la maggior linea retta, 
* che si possa iscrivere in un circolo, è uguale 
al di lui diametro. 
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proposizione ni. 

TEOREMA 

• 

Una linea retta non può incontrar* una 
circonferenza in più di due punti. 

Poiché , se T incontrasse in tre , questi tre 
punti sarebbero ugualmente distanti dal centro; 
vi sarebbero dunque tre rette uguali condotte 
da uno stesso punto sopra una medesima linea 
retta ; lo che è impossibile *. * 16, 1. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

Tn un medesimo circolo, o in circoli uguali, 
gli archi uguali sono sottesi da corde uguali, 
e reciprocamente le corde uguali sottendono 
archi uguali. 

Essendo il raggio AC uguale al raggio EO, Fig* 5o. 
e l'arco AMD uguale air arco ENG, dico che 
la corda AD sarà uguale alla corda EG. 

Poiché, essendo il diametro AB uguale al 
diametro EF , il mezzo-circolo AMDB potrà 
applicarsi esattamente sul mezzo-circolo ENGF, 
e la linea curva AMDB coinciderà esattamente 
colla linea curva ENGF. Ma si suppone la parte 
AMD uguale alla parte ENG; dunque il punto 
D cadrà sul punto G ; dunque la corda AD è 
uguale alla corda EG. 

Reciprocamente, supponendo sempre il rag- 
gio AC=EO, se la corda AD=EG, dico che 
l'arco AMD sarà uguale all'arco ENG. 

Poiché, tirando i raggi CD, OG, i due triau» 
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goli ACD, EOG avranno i tre lati respettiva- 
mente uguali, cioè ÀC^EO, CD=OG, e AD 
# lttl< =EG; dunque questi triangoli sono uguali*; 
dunque F angolo ACD=EOG. Ma ponendo il 
mezzo-circolo ADB sul suo uguale EGF, poiché 
, l'angolo ACD=EOG, è chiaro che il raggio CD 
cadrà sul raggio OG, e il punto D sul punto G; 
dunque l'arco AMD è uguale all'arco ENG. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

Nel medesimo circolo, o in circoli uguali , - 
un arco maggiore è sotteso da una corda 
maggiore , e reciprocamente , purché gli ar- 
chi, di cui si tratta, siano minori d 9 una mez- 
za- circonferenza* 
3©. Poiché , sia F arco AH maggiore di ÀD , t 
siano condotte le corde AD , AH , ed i raggi 
CD, CH: i due lati AC, CH del triangolo ACH 
sono uguali ai due lati AC , CD del triangolo 
ACD ; F angolo ACH è maggiore di ACD ; don* 
* 10,1. epe * il terzo lato AH è maggiore del terzo 
AD 5 dunque la corda, che sottende Farco mag- 
giore, è la maggiore. 

Reciprocamente, se la corda AH vien sup- 
posta maggiore di AD , si conchiuderà dagli 
stessi triangoli che F angolo ACH è maggiore 
di ACD , e che perciò F arco AH é maggiore 

a ad. 

Scolio* Noi supponiamo che gli archi , di 
-cui si tratta, siano minori della mezza-circon- 
ferenza. Se dessi fosser maggiori, avrebbe luogo 
la proprietà contraria, cioè Farco aumentandosi 
la corda diminuirebbe, e reciprocamente : cosi 
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essendo Y arco AKBD maggiore di AKBH, la 
corda AD del primo è minore della corda AH 
del secondo. 

PROPOSIZIOIXE VL 

TEOREMA 

Il raggio CG perpendicolare ad una corda Fig. 5i. 
AB divide questa corda , e V arco sotteso 
AGB, /' uno e V altra, in due parti uguali' 

Conducete i raggi CA, CB; questi raggi so- 
no, per rapporto alla perpendicolare CD, due 
oblique uguali ; dunque si allontanano ugual- 
mente dalla perpendicolare*; dunque AD=rDB. * 16, &. 

In secondo luogo , poiché AD==DB , CG è 
una perpendicolare inalzata sul mezzo di AB; 
dunque * ogni punto di questa perpendicolare * 17,1. 
dev'essere ugualmente distante dalie due estre- 
mità A e B. Il punto G è uno di questi punti ; 
dunque la distanza AG=BG. Ma se la corda 
AG è uguale alla corda GB, l'arco 'AG 9arà 
uguale all' arco GB * ; dunque il raggio CG * 4. 
perpendicolare alla corda AB divide V arco sot- 
teso da questa corda in due parti uguali nel 
punto G. 

Scolio. Il centro C, il mezzo D della corda 
AB , e il mezzo G dell' arco sotteso da questa 
corda sono tre punti situati sopra una mede- 
sima linea perpendicolare alla corda. Ora ba- 
stan due punti per determinare la posizione 
d' una linea retta ; dunque ogni linea retta , che 
passa per due de' punti mentovati, passera neces- 
sariamente pel terzo, e sarà perpendicolare alla 
corda. 

Elem. di Geom. A 
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Ne segue pure che la perpendicolare inalzata 
sul mezzo d'una corda passa pel centro, e pel 
mezzo deìVarco sotteso dalla medesima corda. 

Poiché , questa perpeudicolare è la stessa di 
quella, che sarebbe abbassata dal centro sulla 
medesima corda , giacché passano ambedue pel 
mezzo della corda suddetta, 

PROPOSIZIONE VIL 

• TEOREMA 

Fig. 5i. p er g re punti dati A, B, C, non disposti in 
linea retta , si può sempre far passare una 
circonferenza , ma non se ne può far passar 
che una sola* 

Tirate AB, BC, e dividete queste due rette 
in due parti uguali colle perpendicolari DE, 
FG ; dico primieramente che queste perpendi- 
colari s'incontreranno in un punto O. 

Poiché le linee DE, FG si taglieranno neces- 
sariamente , se non son parallele. Or supponia- 
mo che fossero parallele; la linea AB perpen- 

* '* dicolare a DE sarebbe perpendicolare a FG*, 

e T angolo K sarebbe retto; ma BK, prolun- 
gamento di BD , é differente da BF , poiché i 
tre punti A, B, C non sono in linea retta ; dun- 
que vi sarebbero due perpendicolari BF , BK 
abbassate da uno stesso punto sulla medesima 

* i5. i. linea, lo che è impossibile*; dunque le per- 

pendicolari DE, FG si taglieranno sempre in 
un punto O. 

Adesso il punto O , come appartenente alla 
perpendicolare DE , è ad ugual distanza dai 

* 17. i-due punti A e B*; il medesimo punto O, come 
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appartenente alla perpendicolare FG, è ad ugual 
distanza da' due punti B, C ; dunque le tre di- 
stanze OA, OB, OC sono uguali; dunque la 
circonferenza descritta col centro O , e col rag- 
gio OB passerà per i tre punti dati A, B, C. 

Resta così provato che si può sempre far pas- 
sare una circonferenza per tre punti dati non 
in linea retta; dico di più che non si può far- 
vene passar che una sola. 

Poiché , se vi fosse una seconda circonferen- 
za , che passasse per i tre punti dati A, B, C, il 
suo centro non potrehhe esser fuori della linea 
DE*, perchè allora desso sarebbe disugualmente * 17. 1. 
lontano da A , e da B ; non potrebbe esser nep- 
pure fuori della linea FG per una simil ragione ; 
dunque sarebbe nel tempo stesso sulle due li- 
nee DE, FG. Ora due linee rette non possono 
* tagliarsi in più d J un punto; dunque non v' è 
che una sola circonferenza , che possa passare 
per tre punti dati. 

Corollario. Due circonferenze non possono 
incontrarsi in più di due punti; poiché, se aves- 
sero tre punti comuni , avrebbero il medesimo 
centro , e non farebbero che una sola e mede 
finia circonferenza. 

FROPOSIZIONE Vili; 

TEOREMA 

Due corde uguali sono ugualmente' lontane 
dal centro , e di due corde disuguali la mi' 
nore è la più distante dal centro, 

1 . Sia la corda AB— DE : dividete queste Fig- 55. 
corde in due parti eguali colle perpendicolari 
CF, CG, e tirate i raggi CA, CD, 
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I triangoli rettangoli CAF, DCG hanno le 
ipotenuse CA, CD uguali ; di più il lato AF , 
meta di AB , è uguale al lato DG , metà di DE 5. 
» 18, i. dunque questi triangoli sono uguali*, ed il terza 
lato CF è uguale al terzo CG 5 dunque 1 .° le due 
corde uguali AB, DE sono ugualmente lontane 
dal centro. 

2.° Sia la corda AH maggiore di DE, l'arco 
* 5 * AKH sarà maggiore dell'arco DME*; sull'arco 
AKH prendete la parte ANB—DME; tirate la 
corda AB , ed abbassate CF perpendicolare su 
questa corda, e CI perpendicolare sopra AH; 
è chiaro che CF è maggiore di CO , e CO mag- 

* l6 > *• giore di CI*; dunque a più forte ragione CF>CI. 

Ma CF=CG, poiché le corde AB, DE sono 
uguali 5 dunque si ha CG>CI ; dunque di due 
corde disuguali la minore è la più lontana dal 
centro. 

PROPOSIZIONE IX- 

TEOREMA 

■ 

Fig. 54. La perpendicolare BD condotta alV estre- 
mità del raggio CA è una tangente della c7r- 
conferenza. 

Poiché ogni obliqua CE è maggiore della 

* l6> ' perpendicolare CA$ * dunque il punto E è fuori 

del circolo ; dunque la linea BD non ha che il 
solo punto A comune colla circonferenza $ dun- 
Def. 8: ^ BD è una tangente* 

Scolio. Non si può condurre per un punto 
dato A se non che una sola tangente AD alla 
circonferenza ; poiché , mentre se ne potesse 
condurre un' altra , questa non sarebbe più per- 
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pellicolare al raggio CA ; dunque , per rap- 
porto a questa nuova tangente , il raggio CA 
sarebbe un'obliqua, e la perpendicolare abbas- 
sata dal centro su questa tangente sarebbe mi- 
nore di CA ; dunque questa pretesa tangente en- 
trerebbe dentro del circolo , e sarebbe perciò 
una secante. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

Due parallele AB , DE intercettano sulla 55 - 
circonferenza degli archi uguali MN, P$. 

Possono accadere tre casi. 

l.° Se le due parallele sono secanti, condu- 
cete il raggio CU perpendicolare alla corda MP, 
esso sarà nel medesimo tempo perpendicolare 
alla sua parallela NQ*; dunque il punto li sarà * *4, 1. 
ad un tempo stesso il mezzo dell' arco MI1P . 
e quello dell'arco NHQ*; si avrà dunque l'arco * 6. 
MH=HP, e l'arco ÌMH=HQ; da ciò resulta 

MH— NH=HP— IIQ, cioè MN =PQ. 

a.° Se di due parallele AB, DE una è se-Fig. 56. 
caute, l'altra tangente, al punto di contatto H 
conducete il raggio CU; questo raggio sarà per- 
]>endicolare alla tangente DE* , ed anebe alla * g , 
sua parallela MP. Ma, poiebè CU è perpen- 
dicolare alla corda MP, il punto H è il mezzo 
dell'arco MHP ; dunque gli ardii MI1 , IIP 
compresi tra le parallele AB, DE sono uguali. 

3.° Finalmente, se le due parallele DE, IL, 
sono tangenti, una in H, l'altra in K, condu- 
cete la secante parallela AB , ed avrete , per 
quello , ebe abbiam dimostrato, MH=IIP, e MK 
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=KF; dunque l'arco intero HMK=IIPK ; e 
si vede inoltre che ciascuno di questi archi è 
una mezza-circo nferenza. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

Se due circonferenze si tagliano in due 
punti, la linea retta^che passa per i loro centri) 
sarà perpendicolare alla corda , che unisce i 
punti d' intersezione , e la dividerà in due 
parti uguali. 

Fig. 57. Imperocché la linea AB , che unisce i punti 
e 8# d' intersezione , è una corda comune ai due cir- 
coli. Ora , se sul mezzo di questa corda si alza 
una perpendicolare, essa dee passare per ciascun 
* 6. de' due centri C e D*. Ma per due punti dati 
non si può condurre che una sola linea retta 5 
dunque la linea retta , che passa pei centri, sarà 
perpendicolare sul mezzo della corda comune. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 

Se la distanza de 9 due centri è minore della 
somma de' raggi , e se nel tempo stesso il 
maggior raggio è minor della somma del più 
piccolo e della distanza dei centri } i due cir- 
coli si taglieranno. 
rig. 5 7 . Poiché, all'effetto che abbia luogo Tinterse- 
• 5iJ * zione , bisogna che il triangolo CAD sia pos- 
sibile : bisogna dunque non solamente che CD 
Fig. 57 sia <ACh-AD, ma che anche il maggior raggio 
Fig. 58. AD sia <AC-i-CD. Ora, tutte le volte che il 
triangolo CAD potrà esser costrutto, è chiaro 
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che le circonferenze descritte coi centri C e D 
si taglieranno in A e B. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA 

Se la distanza CD de' centri di due circoli F| S* 5 9* 
è uguale alla somma dei loro raggi CA, AD, 
questi due circoli si toccheranno esternamente. 

E chiaro che avranno il punto A comune ; 
ma dessi non avranno che questo punto ; poi- 
ché , per avere due punti comuni , Insognerebbe 
che la distanza dei centri fosse minore della 
somma de J raggi. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Se la distanta CD de' centri di due circoli Fl S- 6o * 
è uguale alla differenza dei loro raggi CA y AD 
questi a\ue circoli si toccheranno internamente. 

In primo luogo è chiaro che dessi hanno il 
punto A comune : i medesimi non ne possono 
avere alcun altro; poiché, all'effetto che ciò acca- 
desse , bisognerebbe che il maggior raggio AD 
fosse minore della somma del raggio AC e della 
distanza dei centri CD*; il che non ha luogo. * ll » 

Corollario. Dunque, se due circoli si toccano, 
tanto internamente , quanto esternamente , i cen- 
tri, ed il punto di contatto sono sulla medesima 
linea retta. 

Scolio. Tutti i circoli, che hanno i loro cen-Fig- 59. 
tri sulla retta CD , e che passano pel punto A , e bo ' 
sono tangenti gli uni degli altri, cioè non hanno 
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fra loro che il solo punto A di connine: E se 
pel punto A si conduce ÀE perpendicolare a 
CD , la retta AE sarà una tangente comune a 
tutti questi circoli, 

. PROPOSIZIONE XV, I 

TEOREMA 

Fig. 6i. Nel medesimo circolo , o in circoli uguali, 
gli angoli uguali ACB , DCE , il cui vertice è 
al centro, intercettano sulla circonferenza ar* 
ehi uguali AB, DE, 

Reciprocamente, se gli archi AB, DE sono 
uguali , gli angoli ACB , DCE saranno pure 
uguali. 

Poiché i.° se T angolo ACB è uguale all'an- 
golo DCE, questi due angoli potranno situarsi 
l' uno sull'altro; e siccome i loro lati sona 
uguali , è chiaro che il punto A cadrà in D, c 
il punto B in E. Ma allora 1' arco AB dee pui» 
cadere sull'arco DE; poiché, se i due archi non 
fossero confusi in un solo , vi sarebbero nell'uno 
o nell'altro alcuni de' punti disugualmente lon- 
tani dal centro N ; il che è impossibile: dunque 
V arco AB=DÈ. 

a.° Se si suppone AB=DE, diro che l'an- 
golo ACB sarà uguale all'angolo DCE , poiché, 
se questi angoli non sono uguali , sia ACB il 
maggiore , e sia preso ACI=DCE; si avrà per 
ciò , che si è dimostrato, AI=I)E: ma per sup- 
posizione l'arco AB=DE; dunque si avrebbe 
AI=AB , o la parte uguale al tutto ; il che é 
impossibile: dunque l'angolo ACB— DCE. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA 

Nel medesimo circolo, o in circoli uguali , F»g. 6a. 
se due angoli al centro ACB, DCE stanno tra 
loro come due numeri interi, gli archi inter- 
cetti AB, DE staranno fra loro come i mede- 
simi numeri^ e si avrà questa proporzione 
Angolo ACB : Angolo DCE :: arco AB : arco DE, 

Supponiamo , per esempio , che gli angoli 
ACB, DCE stiano fra loro come 7 stà a 4 * ovvero, 
il che torna lo stesso, supponiamo che P angolo 
M, che servirà di misura comune, sia conte- 
nuto sette volte nell 5 angolo ACB , e quattro 
nell'angolo DCE. Gli angoli parziali ACm , 
mCn> nCp, ec, DCr, xCy y ec, essendo uguali 
fra loro, gli archi parziali A/71, m/i, np, ec, Dx, 
xy y ec. saranno pure fra loro uguali; * dunque * i5. 
l y arco intero AB starà all'arco intero DE come 
7 stà a 4« Ora è manifesto, che lo stesso ragiona- 
mento avrebhe sempre luogo quando in vece di 
7 e 4 si avessero altri numeri qualunque ; dun- 
que, se il rapporto degli angoli ACB, DCE può 
essere espresso innumeri interi, gli archi AB, 
DE staranno fra loro come gli angoli ACB, DCE. 

Scolio. Reciprocamente, se gli archi AB, DE 
stessero fra loro come due numeri interi , gli 
angoli ACB, DCE starebbero fra loro come i 
medesimi numeri , e si avrebbe sempre ACB : 
DCE:: AB: DE, perchè gli archi parziali A/n, 
mn , ec. , Dx , xy y ec. essendo eguali , gli an- 
goli parziali AC/ti, raCn, ec, DCa:, xCy y ec 
son pure uguali. 

Ehm. di Geom. 5 
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PROPOSIZIONE XVII 



TEOREMA 

fì$. 63. Qualunque sia il rapporto de' due angoli 
ACB, ACD, questi due angoli staranno sem- 
pre fra loro come gli archi AB, AD intercetti 
tra i loro lati, e descritti dai loro vertici co- 
me centri con raggi uguali. 

Supponiamo l'angolo minore situato dentro 
il maggiore ; se non è vera la Proposizione e* 
n linciata, l'angolo ACB starà all'angolo ACD 
come l'arco AB stà a un arco maggiore, o mi- 
nore di AD. Supponiamo quest' arco maggiore, 
e rappresentiamolo con AO ; avremo in tal mar- 
niera 

Ang. ACB: Ang. ACD:: are. AB: are. AO. 

Immaginiamo adesso che l' arco AB sia diviso 
in parti uguali , di cui ciascuna sia minor di 
DO ; vi sarà almeno un punto di divisione fra 
D e O ; sia I questo punto, e tiriamo CI ; gli 
archi AB, AI staranno fra loro come due nu- 
meri interi, e si avrà pel Teorema precedente 
Ang, ACB : Ang. ACI :: are. AB : are. AI. 

Confrontando queste due proporzioni una 
coll'altra, e osservando che gli antecedenti sono 
i medesimi, se ne conchiuderà che i conseguenti 
sono proporzionali, e che perciò 

Ang. ACD : Ang. ACI ;: aro. AO : are. AI, 

Ma l'arco AO è maggiore dell'arco AI 5 biso- 
gnerehhe dunque, perchè sussistesse la propor- 
zione, che l'angolo ACD fosse maggiore dell'an- 
golo ACI ; ora al contrario è minore 3 dunque è 
impossibile che l'apgolo ACB stia all'angolo 
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ACD come l'arco AB sta ad un arco maggiore 
di AD. 

Si dimostrerebbe con un ragionamento affatto 
simile che il quarto termine della proporzione 
non può esser minore di AD : dunque esso è 
esattamente AD; dunque si ha la proporzione 
Ang. ACB : Ang. ACD :: are. AB : are. AD. 

Corollario. Poiché l'angolo al centro del cir- 
colo, e l'arco intercetto fra i suoi lati hanno un 
tal 1 egame , che quando V uno aumenta , o di- 
minuisce in un rapporto qualunque, l' altro au- 
menta , o diminuisce nel rapporto medesimo , 
siamo in diritto di stabilire una di queste gran- 
dezze per misura dell' altra: laonde noi prende- 
remo da qui innanzi 1' arco AB per la misura 
dell' angolo ACB. Bisogna solamente osservare, 
nel paragonar gli angoli fra di loro , che gli 
archi, che servono lor di misura, deggiono esser 
descritti con raggi uguali ; poiché questo é ciò, che 
suppongono tutte le precedenti Proposizioni. ! 

Scolio I. Sembra più naturale il misurar una 
quantità con una quantità della medesima specie $ 
e dietro a questo principio converrebbe ripor- 
tar tutti gli angoli all'angolo retto: così l'an- 
golo retto essendo 1' unità di misura , un an- 
golo acuto sarebbe espresso da un numero 
compreso fra o e 1 , ed un angolo ottuso da 
un numero tra l e 2. Ma questa maniera di 
esprimere gli angoli non sarebbe la più comoda 
nella pratica : é stato trovato molto più sem- 
plice il misurarli con archi di circolo, a mo- 
tivo della facilità di fare archi uguali ad archi 
dati , e per molte altre ragioni. Del rimanen- 
te , se la misura degli angoli per mezzo degli 
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ardii di circolo è in qualche modo indiretta , 
non è meno facile V ottenere col loro mezzo la 
misura diretta , e assoluta : poiché , se parago- 
nate l'arco, che serve di misura ad un angolo, 
colla quarta parte della circonferenza, avrete il 
rapporto dell' angolo dato all' angolo retto, che 
è la misura assoluta. 

Scolio Ih Tutto ciò, che é stato dimostrato 
nelle tre Proposizioni antecedenti per la com- 
parazione degli angoli cogli archi, ha luogo 
ugualmente per la comparazione dei settori cogli 
archi; poiché i settori sono uguali quando lo 
sono gli angoli , e in generale sono proporzio- 
nali agli angoli; dunque due settori ACB, ACD 
presi nel medesimo circolo, o in circoli ugua- 
li, stanno fra loro come gli archi AB, AD basi 
di questi stessi settori. 

Si vede da ciò che gli archi di circolo, che 
servono di misura agli angoli, possono parimente 
servir di misura ai differenti settori d'un me- 
desimo circolo, o di circoli uguali. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREM A 

Fig. 64. L'angolo iscritto BAD ha per misura la 
«65. metà dell'arco BD compreso fra i suoi lati» 
Supponiamo in primo luogo che il centro del 
Fig. 64. circolo sia situato dentro l'angolo BAD ; si con- 
durranno il diametro AE, ed i raggi CB, CD. 
L'angolo BCE , esterno rispetto al triangolo 
ABC, è uguale alla somma dei due interni CAB, 
» 19, 1. ABC* : ma essendo il triangolo BAC isoscele, 
l'angolo CAB =r ABC 5 dunque l'angolo BCE è 
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doppio di BÀC. L'angolo BCE, come angolo 
al centro , ha per misura V arco BE ; dunque 
l'angolo BAC avrà per misura la metà di BE. 
Ter una simil ragione 1? angolo CAD avrà per 
misura la metà di ED ; dunque BAC-+-CAD, ov- 
vero BAD avrà per misura la metà di BE-t-ED, 
oppure la metà di BD. 

Supponiamo in secondo luogo che il centro Pig. 65. 
C sia situato fuori dell'angolo BAD; allora, 
conducendo il diametro AE, l'angolo BAE avrà 
per misura la metà di BE , l'angolo DAE la 
metà di DE ; dunque la lor differenza BAD avrà 
per misura la metà di BE meno la metà di ED, 
o la metà di BD. 

Dunque ogni angolo iscritto ha per misura 
la metà dell' arco compreso tra i suoi lati. 

Corollario T. Tutti gli angoli BAC, BDC, ec. Fi* C6. 
iscritti nel medesimo segmento di circolo sono 
uguali, perchè hanno per misura la metà del- 
l' istess' arco BOC. 

//. Ogni angolo BAD iscritto nel mezzo-cir- Fig. 67. 
colo è un angolo retto, poiché ha per misura 
la metà della mezza -circonferenza BOD , o la 
quarta parte della circonferenza. 

Per dimostrare la stessa cosa in un'altra ma- 
niera, tirate il raggio AC ; il triangolo BAC è 
isoscele, onde l'angolo BAC=ABC ; il triangolo 
CAD è parimente isoscele ; dunque l'angolo CAD 
=;ADC ; dunque BACh-CAD, o BAD -ABD-+- 
ADB : ma se i due angoli B, e D del triangolo 
ABD equivalgono insieme al terzo BAD, i tre 
angoli del triangolo equivarranno a due volte 
l'angolo BAD; essi equivalgono d'altronde a 
due angoli retti; dunque l'angolo BAD è un 
angolo retto. 
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Fig.66. 111. Ogni angolo BAC iscritto in un segmento 
maggiore del mezzo-circolo è un angolo acuto, 
poiché ha per misura la metà dell' arco BOC 
minore d' una mezza-circonferenza. 

Ed ogni angolo BOC iscritto in un segmento 
minore del mezzo-circolo è un angolo ottuso , 
poiché ha per misura la metà dell' arco BAC 
maggiore d' una mezza -circonferenza. 

Fig. GS. IV. Gli angoli opposti A, e C d'un quadri- 
latero iscritto ABCD equivalgono insieme a due 
angoli retti ; poiché l'angolo BAD ha per mi- 
sura la metà dell'arco BCD, l'angolo BCD ha 
per misura la metà dell' arco BAD ; dunque i 
due angoli BAD, BCD, presi insieme, han per 
misura la metà della circonferenza ; dunque la 
loro somma equivale a due angoli retti. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

f g. G9. L'angolo BAC /ormato da una tangente, e 
da una corda ha per misura la metà dell'or- 
co AMDC compreso fra i suoi lati. 

Dal punto di contatto A conducete il diametro 
* 9- AD ; T angolo BAD é retto * ; esso ha per mi- 
sura la metà della mezza-circonferenza AMD ; 
r angolo DAC ha per misura la metà di DC ; 
dunque BADh-DAC, o BAC ha per misura la 
metà di AMD più la metà di DC , o la metà 
dell' arco intero AMDC. 

Si mostrerebbe medesimamente che Tango-' 
lo CAE ha per misura la metà dell' arco AC 
compreso fra i suoi lati. 
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PROBLEMI RELATIVI AI DUE PRIMI LIBRI. 
PROBLEMA 1. 

Dividere la retta data AB in due partir^. 7 o. 
uguali. 

Da' punti A, e B, come centri, e con un 
raggio maggiore della metà A' AB , descrivete 
due archi, che si taglino in D ; il punto D sarà 
ugualmente lontano dai punti A , e B : segnate 
nella stessa maniera al di sopra, o al di sotto 
della linea AB un secondo punto E ugualmente 
lontano dai punti A e B ; pei due punti D, E 
tiratela linea DE; dico che DE taglierà la linea 
AB in due parti uguali nel punto C« 

Poiché i due punti D, ed E, essendo ciascuno 
ugualmente distante dalle estremità A, e B, 
debbon trovarsi ambedue nella perpendicolare 
inalzata sul mezzo di AB. Ma per due punti dati 
non può passare se non che una sola linea ret- 
ta ; dunque la linea DE sarà quella stessa per- 
pendicolare, che taglia la linea AB in due parti 
uguali nel punto C. 

PROBLEMA IL 

Da un punto A dato sulla retta BC alzare Fig. 71. 
una perpendicolare a questa linea. 
* Prendete i punti B, e C ad ugual distanza da 
A; indi dai punti B, e C, come centri, e con 
un raggio maggior di BA, descrivete due archi , 
che si taglino in D ; tirate AD, che sarà la per- 
pendicolare richiesta. 

Poiché, il punto D essendo egualmente lon- 
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tano da B, e da C, esso appartieue alla perpen- 
clicolare alzata sul mezzo di BC ; dunque AD è 
questa perpendicolare. 

Scolio. La medesima costruzione serve a fare 
un angolo retto BAD in un punto dato A sopra 
una retta data BC. 

PROBLEMA IH. 

7». Da un punto A dato fuori della retta BD 
abbassare una perpendicolare sopra questa 
retta. 

Dal punto A, come centro, e con un raggio 
sufficientemente grande , descrivete un arco , 
che tagli la linea BD nei due punti B, e D ; se- 
gnate quindi un punto E ugualmente distante 
dai punti B, e D, e tirate AE, che sarà la per- 
pendicolare cercala. 

Poiché i due punti A, ed E sono ciascuno 
ugualmente distanti dai punti B, e D ; dunque 
la linea AE è perpendicolare sul mezzo di BD. 

PROBLEMA IV. 

. 73. Nel punto A delia linea AB fare un angolo 
uguale all' angolo dato K. 

Dal vertice K, come centro, e con un raggio 
ad arbitrio descrivete l'arco IL terminato ai 
due lati dell'angolo; dal punto A, come cen- 
tro, e con un raggio AB uguale a KI descrivete 
T arco indefinito BC) ; prendete poi un raggio 
uguale alla corda LI ; dal punto B, come cen- 
tro, e con quel raggio descrivete un arco, che 
tagli in D 1' arco indefinito BO ; tirate AD ; e 
T angolo DAB sarà uguale all'angolo dato K. 
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Perocché i due archi BD , LI hanno raggi 
uguali , e corde uguali ; dunque sono uguali * ; * 4» *• 
dunque l'angolo BAD=IKL. 

PROBLEMA V. 

Dividere un angolo, o un arco dato in due 
parti ugnali. 

1. ° Se Insogni dividere l'arco AB in dueFig.74. 
parti uguali, dai punti A, e B, come centri, e 

con uno stesso raggio descrivete due archi, che 
si taglino in D; pel punto D, e pel centro C 
tirate CD, che taglierà 1' arco AB in due parti 
uguali nel punto E. 

Poiché ciascuno dei punti C , e D è ugual- 
mente distante dalle estremità A, e B della cor- 
da AB; dunque la retta CD è perpendicolare 
sul mezzo di questa corda 5 dessa dunque divide 
l'arco AB in due parti uguali nel punto E*, * 6. ». 

2. ° Se bisogni dividere in due parti uguali 
1' angolo ACB , si comincerà da descrivere , col 
vertice C come centro, l'arco AB, e si pro- 
cederà nel resto come si è detto qui sopra. È 
chiaro che la linea CD dividerà in due parti 
uguali T angolo ACB, 

Scolio. Si può colla medesima costruzione 
dividere ciascuna delle metà AE , EB in due 
parli uguali ; così con delle suddivisioni succes- 
sive si dividerà un angolo , o un arco dato in 
quattro parti uguali, in otto, in sedici, ec. 

PROBLEMA VI. 

Per un punto dato A condurre una parai- Fìg. 75. 
lelu alla linea retta data BC, 
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Dal punto A , come centro , e con un raggia 
abbastanza grande descrivete l'arco indefinito 
EO ; dal punto E, come centro , e col medesimo 
raggio descrivete l'arco AF ; prendete ED=AF, 
e tirate AD, che sarà la parallela richiesta. 

Poiché conducendo AE, si vede che gli an- 
goli alterni AEF, E AD sono uguali j dunque le 
* *4* i . linee AD, EF son parallele*. 

PROBLEMA VH. 

Fi «- 7& Essendo dati due angoli A, e B d'un trian- 
golo trovare il terzo. 

Tirate la linea indefinita DEF ; fate al punto 
E l'angolo DEC=A, e l'angolo CEH=B ; 
F angolo restante HEF sarà il terzo angolo ri- 
chiesto ; poiché questi tre angoli presi insieme 
equivalgono a due angoli retti. 

PROBLEMA Vili. 

Fi * 77- Essendo dati due lati B, e C d'un triangolo 
e V angolo A, che essi comprendono , descri- 
vere il triangolo* • 

Avendo tirata la linea indefinita DE , fate al 
punto D l'angolo EDF uguale all'angolo dato 
A ; prendete quindi DG=B, DH=C, e tirate 
GH 5 DGH sarà il triangolo ricercato. 

PROBLEMA IX. 

Essendo dati un lato , e due angoli £ un 
triangolo , descrivere il triangolo. 

I due angoli dati saranno o tutti due adiacenti 
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al lato dato , o uno adiacente , e V altro oppo- 
sto. In questo ultimo caso cercate il terzo*, ed»Prob.7. 
avrete così i due angoli adiacenti . Posto ciò , 
tirate la retta DE uguale al lato dato ; fate al Fig. 78. 
punto D l'angolo EDF uguale ad uno degli an- 
goli adiacenti, e al punto E l'angolo DEG 
uguale all' altro 3 le due linee DF , EG si taglie- 
ranno in H, e DEH sarà il triangolo richiesto. 

PROBLEMA X. 

Essendo dati i tre lati A, B, C d'un trian-j\g. 79 . 
gola , descrìvere il triangolo* 

Tirate DE uguale al lato A ; dal punto E 
come centro , e con un raggio uguale al secon- 
do lato B descrivete un arco ; dal punto D , 
come centro, e con un raggio uguale al terzo 
lato C descrivete un altr' arco , che taglierà il 
primo in F; tirate DF, EF 5 e DEF sarà il trian- 
golo cercato. 

Scolio. Se uno dei lati fosse maggiore della 
somma degli altri due , gli archi non si tagle- 
rebbero ; ma la soluzione sarà sempre possibile 
se la somma dei due lati , presi come si vorrà , 
sia più grande del terzo. 

PROBLEMA XI. 

Essendo dati due lati A, e B d'un triangolo, F»g.8o. 
coli 9 angolo C oppos/o al lato B, descrivere il 
triangolo. 

Vi sono due casi : 1 .° se V angolo C è retto 
od ottuso, fate l'angolo EDF uguale alP angolo 
C 3 prendete DE=A , dal punto E , come cen- 
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tro, e coti un raggio uguale al lato dato B de- 
scrivete un arco , che tagli in F la linea DF ; 
tirate EF; e DEF sar*il triangolo richiesto. 

Bisogna in questo primo caso che il lato B 
sia maggiore di A ; poiché Y angolo C essendo 
retto , od ottuso , è il maggiore degli angoli del 
triangolo; dunque il lato opposto dev'esser pure 
il maggiore. 

Fig. 81. 2.° be l'angolo Cè acuto, e B sia maggiore 
di A , ha sempre luogo la medesima costruzio- 
ne , e DEF è il triangolo cercato. 

Fig.8a. J| a se> essendo acuto l'angolo C , il lato B è 
minore di A, allora l'arco descritto col centro 
E, e col raggio EF—B taglierà il lato DF in due 
punti F e G situati dalla medesima parte per 
rapporto a D j dunque vi saran due triangoli 
DEF, DEG, che soddisfaranno ugualmente al 
Problema. 

Scolio» Il Problema sarebbe impossibile in 
tutti i casi se il lato B fosse minore della per- 
pendicolare abbassata da E sulla retta DF. 

* 

PROBLEMA XII. 

Fig. 83. Essendo dati i lati adiacenti A, e B d'un 
parallelogrammo coli' angolo C da essi com- 
preso , descrivere il parallelogrammo. 

Tirate la linea DE=rA ; fate al punto D l'an- 
golo FDE—G ; prendete DF=xB ; descrivete 
due archi , uno dal punto F, come centro , e 
con un raggio FG=DE, l'altro dal punto E, 
come centro, e con un raggio EG=DF : al punto 
G, ove questi due archi si tagliano, tirate FG, 
EG ; e DEGF sarà il parallelogrammo richiesto. 
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Poiché , pér costruzione , i lati opposti sono 
uguali ; dunque la Figura descritta è un paral- 
lelogrammo* 5 e questo parallelogrammo è for- * 3o, i . 
mato coi lati dati , e l'angolo dato. 

Corollario. Se l'angolo dato è retto, la Figura 
sarà un rettangolo 5 se inoltre i lati sono uguali , 
sarà un quadrato. 

PROBLEMA XIII. 

Trovare il centro d'un circolo, 0 d'un arco 
dato. 

Prendete a piacere nella circonferenza , o*»* 8 4» 
nell' arco tre punti A , B , C ; tirate o immagi- 
nate che si tirino le rette AB , e BC ; dividete 
queste due linee in due parti uguali per mezzo 
delle perpendicolari DE , FG ; il punto O , ove 
queste perpendicolari s'incontrano, sarà il cen- 
tro cercato. 

Scolio. La medesima costruzione serve a far 
passare una circonferenza pei tre punti dati 
A, B, C, come pure a descrivere una circon- 
ferenza , nella quale il triangolo dato ABC sia 
iscritto, 

PROBLEMA XIV. 

Per un punto dato condurre una tangente 
ad un circolo dato. 

Se il punto dato A è sulla circonferenza, tirate Fig. 85. 
il raggio CA, e conducete AD perpendicolare a * 9, a. 
CA ; AD sarà la tangente richiesta*. 

Se il punto A è fuori del circolo, unite il S6. 
punto* A, ed il centro colla linea retta CA 5 di- 
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videte CA in due parti uguali nel punto O ; dal 
punto O , come centro , e col raggio OC descri- 
vete una circonferenza, che taglierà la circon- 
ferenza data nel punto B; tirate AB, ed AB sarà 
la tangente cercata. 

Poiché, tirando CB, l'angolo CBA iscritto 

* 18, a. nel mezzo-circolo è un angolo retto * 5 dunque 
AB è perpendicolare all'estremità del raggio 
CB ; essa dunque è tangente. 

Scolio. Essendo il punto A fuori del cìrcolo, 
si vede che vi sono sempre due tangenti uguali 
AB, AD, che passano pel punto A: esse sono 
uguali perchè i triangoli rettangoli CBA, CD A 
hanno l' ipotenusa CA comune , ed il lato CB= 

•18, i.CD; dunque sono eguali*; dunque AD=AB, 
e nel tempo stesso Y angolo CAD=CAB. 

PROBLEMA XV. 

fig.67. Iscrivere un circolo in un triangolo dato 
ABC. 

Dividete gli angoli A, e B in due parti uguali 
colle rette AO , e BO , che s' incontreranno in 
O ; dal punto O abbassate le perpendicolari OD, 
OE, OF sui tre lati del triangolo : dico che queste 
perpendicolari saranno uguali tra loro; poiché, 
per costruzione, l'angolo DAO=OAF, l'angolo 
retto ADO=AFO ; dunque il terzo angolo AOD 
è uguale al terzo AOF. D'altronde il lato AO 
è comune ai due triangoli AOD, AOF, e gli 
angoli adiacenti al lato uguale sono uguali 5 dun- 
que questi due triangoli sono uguali ; dunque 
DO^=OF. Si proverà parimente che i due trian- 
goli BOD , BOE sono uguali ; dunque OD=. OE ; 
dunque le tre perpendicolari OD,OE, CNF sono 
uguali fra loro. 
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Adesso , se dal punto O , come centro , e col 
raggio OD si descriva una circonferenza, è chiaro 
che questa sarà iscritta nel triangolo ABC ; poi- 
ché il lato AB, perpendicolare all' estremità del 
raggio OD, è una tangente j ed è lo stesso dei 
lati BC , AC. 

Scolio. Le tre linee rette, che dividono in 
due parti uguali i tre angoli d* un triangolo , 
concorrono in un medesimo punto. 

PROBLEMA XVI. 

* 

« 

Sopra una linea retta data AB descrivere Fig. 88, 
un segmento capace dell' angolo dato C 3 cioè e 
un segmento tale che tutti gli angoli , che vi 
posson essere iscritti, siano uguali all'angolo 
dato C. 

Prolungate AB verso D ; fate al punto B l'an- 
golo DBE=C; tirate BO perpendicolare a BE, 
e GO perpendicolare sul mezzo di AB j dal punto 
d'incontro O, come centro, e col raggio OB 
descrivete un circolo \ il segmento richiesto sarà 
• AMB. 

Poiché , siccome BF è perpendicolare all'estre- 
mità del raggio OB , essa BF è una Ungente , e 
l'angolo ABF ha per misura la metà dell'arco 
AKB*; d'altronde l'angolo AMB, come angolo * '9; *• 
iscritto, ha pure per misura la metà dell'arco 
AKB ; dunque l'angolo AMB=ABF=EBD=C ; 
dunque tutti gli angoli iscritti nel segmento AMB 
sono uguali all'angolo dato C. 

Scolio, Se l'angolo dato fosse retto, il se- 
gmento cercato sarebbe il mezzo-circolo descritto 
sul diametro AB, 
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PROBLEMA XVII. 

, go. Trovare il rapporto numerico di due linee 
rette date AB, CD, seppure queste due linee 
hanno tra loro una misura comune. . 

Portate là minore CD sulla maggiore AB 
tante volte, quante può esservi contenuta; per 
esempio , due volte , col resto BE. 

Portate il resto BE sulla linea CD tante volte, 
quante può esservi contenuto; una volta, per 
esempio, col resto DF. 

Portate il secondo resto DF sul primo BE 
tante volte , quante può esservi contenuto ; una 
volta, per esempio, col resto BG. 

Portate il terzo resto BG sul secondo DF tante 
volte, quante può esservi contenuto. 
" Continuate così finché abbiate un resto , che 
sia contenuto un numero esatto di volte nel resto 
precedente. 

Allora queir ultimo resto sarà la comune mi- 
sura delle linee proposte; e riguardandolo come 
l'unità, si troveranno facilmente i valori dei 
resti precedenti , e finalmente quelli delle due 
linee proposte, donde si conchiuderà il loro 
rapporto in numeri. 

Per esempio , se si trova che GB è contenuto 
due volte appunto in FD, GB sarà la comune 
misura delle due linee proposte. Sia BG= 1, 
si avrà FDi=2; ma EB contiene una volta FD 
più GB; dunque EB=3 ; CD contiene una volta 
EB più FD; dunque CD=5 ; finalmente AB 
contiene due volte CD più EB ; dunque AB^= 1 3 ; 
dunque il rapporto delle due linee AB, CD è 
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quello di i3 a 5. Se la linea CD fosse presa per 
Unità , la linea AB sarebbe l £ ; e se la linea AB 
fosse presa per unità , la linea CD sarebbe x ^ ♦ 

Scolio. Il metodo che si è spiegato, è quello 
medesimo, che prescrive Y Aritmetica per tro- 
vare il comun divisore di due numeri; laonde 
non ba bisogno d' altra dimostrazione. 

Può accadere che, per quanto si continui lun- 
gamente F operazione, non si trovi mai un re- 
sto, che sia contenuto un numero preciso di 
volte nel precedente. Allora le due linee non 
hanno alcuna misura comune , e son quelle , che 
si chiamano incommensurabili: se ne vedrà in 
seguito un- esempio nel rapporto , che vi è tra 
la diagonale , ed il lato del quadrato . Non si 
può dunque allora trovare il rapporto esatto in 
numeri; ma, trascurando l'ultimo resto, si tro- 
verà un rapporto più o meno approssimativo 
secondo che più o meno sarà stata spinta avanti 
l'operazione. 



PROBLEMA XVIII. 

Essendo dati due angoli A, e B, trovare la ?x 
loro misura comune, se V abbiano, e quindi il 
loro rapporto in numeri. 

Descrivete con raggi uguali gli archi CD , 
EF , che servono di misura a questi angoli ; prò* 
cedete, in seguito, alla comparazione degli ar- 
chi CD , EF come nel Problema precedente , 
poiché un arco può portarsi sopra un arco dello 
stesso raggio come una linea retta sopra una 
linea retta. Giungerete cosi alla misura comune 
degli archi CD, EF , se V abbiano , ed al loro 
EU- m. di Gcom. 6 
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rapporto in numeri. Questo rapporto sarà la 
l 7> stesso di quello degli angoli dati*; e se DO è 
la misura comune degli archi , DAO sarà quella 
degli angoli. 

Scolio. Si può così trovare il valore assoluto 
d'un angolo paragonando l'arco, che gli serve 
di misura, a tutta la circonferenza: per esem- 
pio, se l'arco CD sta alla circonferenza come 
3 a 2 5 , l'angolo A sarà i a a 5 di quattro angoli 
retti, ovvero i £| d'un angolo retto. 

Potrà pure accadere che gli archi paragonati 
non abbiano alcuna misura comune ; allora non 
si avranno per gli angoli se non che dei rap- 
porti in numeri più, o meno approssimativi , 
secondo che l' operazione sarà stata spinta più, 
o meno lungi. 
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LE PROPORZIONI DELLE FIGURE* 



DEFINIZIONI 

I. Chiamerò Figure equivalenti quelle, le 
di cui superficie sono uguali. 

Due Figure possono essere equivalenti quan- 
tunque siano affatto dissimili 5 per esempio , un 
circolo può essere equivalente a un quadrato , 
un triangolo ad un rettangolo , ec. 

La denominazione di Figure uguali sarà con- 
servata a quelle, che essendo applicate l'una 
suir altra coincidono in tutti i lor punti : tali 
sono due circoli, di cui i raggi siano uguali, 
due triangoli, di cui i tre lati siano respettiva- 
mente uguali, ec. 

II. Due Figure sou simili quando hanno gli 
angoli respettivamente uguali , ed i lati omologhi 
proporzionali. Per lati omologhi s'intendono 
quelli, che hanno la medesima posizione nelle 
due Figure , o che sono adiacenti a degli angoli 
uguali. Questi angoli stessi si chiamano angoli 
omologhi. 

Due Figure uguali son sempre simili , ma due 
Figure simili possono essere molto disuguali. 

hi. In due circoli differenti si chiamano archi 
simili, settori simili , segmenti simili quelli, 
che corrispondono ad angoli al centro uguali* 
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Fig. 9*. Cosi , essendo Y angolo A uguale all' angolo O, 
V arco BC è simile all'arco DE, il settore ABC 
al settore ODE , ec. 

iv. U altezza d'un parallelogrammo è la per* 

Fig. 93.pendicolare EF , che misura la distanza de' due 
lati opposti AB , CD , presi per basi. 

Fig. 94- v. Unitezza d'un triangolo è la perpendi- 
colare AD abbassata dal vertice d* un angolo A 
sul lato opposto BC, considerato come base. 

Fig. 95. vi. L* altezza del trapezio è la perpendico- 
lare EF condotta fra i suoi due lati paralleli 
AB, CD. 

vii. si rea o superficie d'una Figura sono 
termini presso a poco sinonimi* L'area indica 
più particolarmente la quantità superficiale della 
Figura in quanto che dessa è misurata , o para- 
gonata ad altre superficie* 



A*. B. Per V intelligenza di questo Libro, e dei 
seguenti bisogna aver presente la Teoria delle propor- 
zioni , per la quale rimandiamo ai Trattati ordinar] di 
Aritmetica e d'Algebra. Faremo solamente un'osserva- 
\ zione , che è importantissima per stabilire il vero senso 

delle Proposizioni , e dissipare ogni oscurità si nel loro 
enuncialo , che nelle loro dimostrazioni. 

Se si abbia la proporzione A : B: :C \ D , si sa che 
il prodotto degli estremi A> D è uguale al prodotto 
de' medj BxC. 

Questa verità è incontrastabile quanto ai numeri; 
dessa lo è pure circa alle grandezze di qualunque specie, 
purché si esprimano,o s* immaginino espresse in numeri ; 
il che si può sempre supporre : per esempio , se A, B, 
C, D sono linee , si può immaginare che una di queste 
quattro linee , ovvero una quinta , se si voglia, serva 
di misura comune a tutte, e sia presa per unità; 
allora A, B, C, D rappresentano ciascuna un certo 
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numero d' unità intero , o fratto , commensurabile , o 
incommensurabile, e la proporzione fra le linee A, B, 
C, D diventa una proporzione di numeri. 

Il prodotto delle linee A, e D, che si chiama an- 
cora il loro rettangolo, non è dunque altro che il 
numero d'unità lineari contenute in A moltiplicalo pel 
numero delle unità lineari contenute in D ; e si con- 
cepisce facilmente che questo prodotto può, e dev'essere 
uguale a quello, che resulta similmente dalle linee B,e C. 

Le grandezze A,eB posson essere d'una specie, per 
esempio , linee, e le grandezze C e D d' un'altra specie, 
per esempio , superficie ; allora bisogna riguardar sem- 
pre queste grandezze come numeri ; A, e B si esprime- 
ranno in unità lineari, C, e D in unità superficiali , ed il 
prodotto AxD sarà un numero, come il prodotto BXC. 

Generalmente in tutte le operazioni , che si faranno 
sulle proporzioni , bisogna sempre riguardare i termini 
di queste proporzioni come altrettanti numeri, ciascuno 
della specie , che gli conviene , e non si durerà alcuna 
fatica a concepire queste operazioni , e le conseguenze, 
che ne derivano. 

Dobbiamo pure avvertire che parecchie delle nostre 
dimostrazioni sono fondate sopra alcune delle regole 
più semplici dell' Algebra , le quali sono fondate esse 
stesse sugli Assiomi cogniti: cosi, se si ha AmB-f-C, 
e si moltiplichi ogni membro per una medesima quan- 
tità M, se ne conchiude AXM-BxM-+CxM. Pari- 
mente, se si abbia A-B-l-C, e D ~E — C, e si som- 
mino le quantità respetti vamen te uguali , scancellando 
-fC, e — C, che si distruggono, se ne conchiudcrà 
A-4-D— B-+E; e cosi d'altri casi. Tutto ciò è assai 
chiaro di per se stesso; ma in caso di difficoltà sarà 
bene consultare i Libri d' Algebra , e frammischiare 
cosi lo studio delle due Scienze, 
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PROrOSIZIONE I. 

TEOREMA 

1 parallelogrammi , che hanno basi uguali f 
ed altezze uguali , sono equivalenti. 

Fi 8- Q 6 - Sia AB la base comune de 'due parallelogram- 
mi ABCD , ABEF : poiché dessi sono supposti 
avere la medesima altezza, le basi superiori DC , 
FE saranno situate sopra una medesima linea 
retta parallella ad AB. Ora , per la natura dei 
parallelogrammi, si ha AD=BC, e AF^sBEj 
per la medesima ragione si ha DC=AB, e 
FE=:AB; dunque DC=FE; dunque togliendo 
DC, e FE dalla medesima linea DE , i resti 
CE, e DF saranno uguali. Da ciò segue che i 
triangoli DAF , CBE sono equilateri tra di loro, 

* ii, i. e per conseguenza uguali*. 

Ma, se dal quadrilatero ABED si toglie il 
triangolo ADF , resta il parallelogrammo ABEF 5 
e se dallo stesso quadrilatero ABED si toglie il 
triangolo CBE, resta il parallelogrammo ABCD; 
dunque i due parallelogrammi ABCD , ABEF , 
che hanno la medesima base, e la medesima 
altezza, sono equivalenti. 

Corollario . Ogni parallelogrammo ABCD è 

ri «- 97* equivalente al rettangolo ABEF della medesima 
base, e della medesima altezza. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

rig. 98. Ogni triangolo ABC è la metà del paralle- 
logrammo ABCD , che ha la medesima base, 
e la medesima altezza. 
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Poiché i triangoli ABC , ACD sono uguali*. * * 8 > »• 
Corollario A Dunque un triangolo ABC è la 
metà del rettangolo BCEF, che ha la medesima 
base BC, e la medesima altezza AO, perchè il 
rettangolo BCEF è equivalente al parallelogram- 
mo ABCD. 

IL Tutti i triangoli , che hanno basi uguali , 
ad altezze uguali, sono equivalenti, 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA 

Due rettangoli della medesima altezza 
stanno fra loro come le respettwe basi. 

Siano ABCD, AEFD due rettangoli , che hanno Fi 6« 99* 
per altezza comune AD; dico che dessi stanno 
fra loro come le loro basi AB , AE. 

Supponiamo primieramente che le basi AB , 
AE siano commensurabili tra di loro, e che 
stiano, per esempio, come i numeri 7 e 4^ se 
si divide AB in sette parti uguali, AE conterrà 
4 di queste parti; alzate ad ogni punto di di- 
visione una perpendicolare alla base ; formerete 
cosi sette rettangoli parziali , che saranno fra 
loro uguali, perchè avranno la medesima base, 
e la medesima altezza. Il rettangolo ABCD con- 
terrà sette rettangoli parziali, mentre AEFD ne 
conterrà quattro; dunque il rettangolo ABCD 
stà al rettangolo AEFD come 7 a 4> ovvero come 
AB stà ad AE. Il medesimo ragionamento può 
essere applicato ad ogni altro rapporto divepso 
da quello di 7 a 4 > dunque, qualunque siasi que- 
sto rapporto, purché sia commensurabile, si avrà 

ABCD : AEFD;: AB : AE. 
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Fig.ioo. Supponiamo in secondo luogo che le basi 
AB, AE siano incommensurabili fra di loro; 
dico che ciò nonostante si avrà 

ABCD ; AEFD::AB : AE. 
Poiché, se questa proporzione non è vera, re- 
stando gli stessi i tre primi termini , il quarto 
sarà maggiore , o minore di AE. Supponiamo 
che sia maggiore, e che si abbia 

ABCD : AEFD::AB : AO. 
Dividete la linea AB in parti uguali minori 
di EO; vi sarà almeno un punto di divisione I 
situato tra E, ed O ; da questo punto alzate so- 
pra AI la perpendicolare IK ; le basi AB , AI 
saranno commensurabili fra di loro; e così si 
avrà , secondo, ciò che si è or dimostrato y 

abcd : aikd:: ab : ai. 

Ma si ha per supposizione 

abcd : aefd::ab: ao. 

In queste due proporzioni gli antecedenti sono 
uguali ; dunque i conseguenti sono proporzio- 
nali ^ e ne risulta 

AIKD : AEFD::AI : AO. 
Ora AO è maggiore d'Ai ; dunque , affinchè sus- 
sistesse la proporzione , bisognerebbe che il 
rettangolo AEFD fosse maggiore di AIKD ; ma 
al contrario è minore; dunque la proporzione 
è impossibile ; dunque ABCD non può stare ad 
AEFD come AB sta ad una linea maggiore di 
AE. 

Con un ragionamento affatto simile si pro- 
verebbe che il quarto termine della proporzio- 
ne non può esser minore di AE; dunque esso è 
esattamente uguale ad AE. 

Dunque, qualunque siasi il rapporto delle basi > 
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due rettangoli della medesima altezza ABCD, 
AEFD stanno fra loro come le loro basi AB, 
AE. 

PROPOSIZIONE IV. 

... TEOREMA 

ili 1 ■ 

Due rettangoli qualunque ABCD,AEGF j&zn-Fig.toi. 
no fra loro come i prodotti delle basi moltipli- 
cate per V altezze ; talmente che si ha ABCD: 
AEGF: : ABXAD : AEXAF. 

Avendo disposto i due rettangoli in modo, che 
gli angoli in A sieno opposti al vertice, pro- 
lungate i lati GE, CD finché s 3 incontrino in H: 
i due rettangoli ABCD, AEHD hanno la mede- 
sima altezza AD; essi stanno dunque tra loro come 
le loro basi AB, AE: parimente i due rettangoli 
AEHD, AEGF hanno la medesima altezza AE; 
dessi stanno dunque fra loro come le loro basi 
AD, AF; laonde si avranno le due proporzioni 
ABCD: AEHD: : AB: AE 
AEHD : AEGF;: AD : AF. 

Moltiplicando per ordine queste due propor- 
zioni, e osservando che il medio termine AEHD 
può essere omesso come moltiplicatore comuni 
all' antecedente , ed al conseguente , si avrà 
ABCD : AEGF: : ABXAD : AEXAF. 

Scolio, Dunque si può prendere pèr misura 
d' un rettangolo il prodotto della sua base per 
la sua altezza, purché s' intenda per questo pro- 
dotto quello di due numeri, che sono il numero 
d' unità lineari contenute nella base , ed il nu- 
mero d J unità lineari contenute nell'altezza. 

Questa misura d'altronde non è assoluta, ma 
Elem. di Geom. n 
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soltanto relativa; riossa suppone che si valuti 
similmente un altro rettangolo misurando i suoi 
lati colla stessa unità lineare ; si ottiene così un 
secondo prodotto ; ed il rapporto dei due pro- 
dotti è uguale a quello de* rettangoli , conforme- 
mente alla Proposizione, che si è ora dimostrata. 

Per esempio , se la base del rettangolo A è di 
tre unità , e la sua altezza di dieci , il rettangolo 
sarà rappresentato dal numero 3 X 10 > ossia 3o, 
numero , che cosi isolato non significa niente ; 
ma se si ha un secondo rettangolo B , la di cui 
base sia di dodici unità, e l'altezza di sette, 
questo secondo rettangolo sarà rappresentato dal 
numero 7X1*5 cioè 84: di qui si conchiuderà 
che i due rettangoli A, e B stanno fra loro come 
3o stà a 34 5 dunque , se si convenisse di pren- 
dere il rettangolo A per unità di misura delle 
superficie, il rettangolo B avrebbe allora per 
misura assoluta $£, cioè sarebbe uguale a f J 
d' unità superficiali. 



quadrato per Y unità di superficie , e si sceglie il 
quadrato , il cui lato sia 1' uni ti di lunghezza ; 
allora la misura , che abbiam riguardata sempli- 
cemente come relativa, diventa assoluta: per 
esempio, il numero 3o , col quale abbiam 
misurato il rettangolo A, rappresenta 3o unità 
superficiali, ovvero 3o di quei quadrati, il cui 
lato è uguale all'unità. Ciò è reso sensibile dalla 
Fig.ioi. Figura 102. 

Si confonde assai spesso in Geometria il pro- 
dotto di due linne col loro rettangolo , e questa 
espressione è anche passata nelF Aritmetica per 
denotare il prodotto di due numeri disegnali , 
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come s' impiega quella del quadrato per espri- 
mere il prodotto d' uq numero moltiplicato per 
se medesimo. 

I quadrali de* numeri 1 , 2 , 3 , oc. sono 1 , 
4, 9>ec. Così si vede che il quadrato fatto sopra Fig.io3. 
una linea doppia è quadruplo ; sopra una linea 
tripla è nove volte più grande, e così di seguito. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

U area d 9 un par eliclo grammo qualunque 
è uguale al prodotto della sua base per la 
sua altezza. 

Poiché il parallelogrammo ABCD è equivalen- Fig. 97. 
te al rettangolo ABEF, che ha la medesima base 
AB, e la medesima altezza BE*; ma questui- * u 
timo ha per misura AB XBE*; dunque AB X'BE * 4- 
è eguale all'area del parallelogrammo ABCD. 

Corollario. I parallelogrammi della medesima 
base stanno fra loro come le loro altezze, ed i 
parallelogrammi della medesima altezza stanno 
fra loro come le basi ; poiché, A, B, C essendo 
tre grandezze qualunque, si ha generalmente 
AXC : BXC : : A : B. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

L'area d'un triangolo è uguale al prodotto 
della sua base per la metà della sua altezza. 

Poiché il triangolo ABC é la metà del paral-Pìg.104. 
lelogrammo ABCE, che ha la medesima base BC, 
e la medesima altezza AD * 3 ora la superficie * *• 
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* 5. del parallelogrammo=BCXAD*; dunque quel- 
la del triangolo=4BCXAD, o BCX£AD. 

Corollario. Due triangoli della medesima al- 
tezza stanno fra loro come le loro basi, e due 
triangoli della medesima base stanno* fra loro 
come le altezze* 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

Fig.ioS. V area del trapezio ABCD è uguale alla 
sua altezza EF moltiplicata per la semi-som- 
ma delle basi parallele AB, CD. 

Pel punto I, mezzo del lalo CB, conducete 
KL parallela al lato opposto AD, e prolungate 
DC fincbè incontri KL. 

Nei triangoli IBL, ICK si ha il lato IB=r=IC, 
per costruzione, l'angolo UB=CIK, e l'an- 
golo IBL=ICK , poiché CK , e BL son para]- 
*^»4> 1 ' lele * ; dunque questi triangoli 60no uguali ** ; 
'* ' dunque il trapezio ABCD è equivalente al paral- 
lelogrammo ADKL, ed ha per misura EFX AL. 

Ma si ha AL=DK; e poiché il triangolo 
IBL è uguale al triangolo KCI , il lato BL 
— CK : dunque AB-t-CD=r AL-f DK=2AL , e 
cosi AL è la semi-somma delle basi AB , CD ; 
dunque finalmente l' area del trapezio ABCD 
è uguale all' altezza EF moltiplicata per la se- 
mi-somma delle basi AB, CD, il che si esprime 

così: ABCD=EFX( AB ^ CP ). 

Scolio. Se pel punto I, mezzo di BC, si 
conduce IH parellela alla base AB, il punto H 
sarà pure il mezzo di AD, perchè la Figura AHIL 
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é un parallelogrammo , come anche DIIIK , 
poiché i lati opposti sono paralleli ; si ha dun- 
que AH=IL, e D11=IK : ora IL=IK, poiché 
i triangoli BIL, CIK sono uguali 5 dunque AH= 
DH. 

Si può osservare che la linea HI=rAL=s 
AB-+CD ^ t j an( j lie p area q\q\ trapezio può espri- 

mersi ancora da EFXHI: essa dunque è uguale 
all' altezza del trapezio moltiplicala per la linea, 
che unisce i mezzi dei lati non paralleli. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

Se una linea AG e divisa in due parti AB,Fig.io<>. 
BC, il quadrato fatto sull'intera linea AC con- 
terrà il quadrato fatto sopra una parte AB , 
più il quadrato fatto sopra l'altra parte BC, 
più due volte il rettangolo compreso sotto le 
due parti AB , e BC , il che si esprime così : 

AC*o (AB-fBC) 1 =rAB^BC a -4.2ABxBC r 

Costruite fl quadrato ÀCDE ; prendete AF— 
AB 5 conducete FG parallela ad AC, e BH pa- 
rallela ad AE. 

Il quadrato ABCD é diviso in quattro parti; 
la prima ABIF é il quadrato fatto sopra AB , 
poiché si é preso AF=AB; la seconda IGDH 
è il quadrato fatto sopra BC , poiché, siccome 
si ha AC=*AE , e AB=AF , la differenza AC 
—AB é uguale alla differenza AE — AF, lo che 
dà BC=EF ; ma , a cagione delle parallele > IG 
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=BC, e DG«=EF ; dunque HIGD è uguale al 
quadrato fatto sopra BC. Essendo tolte queste 
due parti dal quadrato totale, restano i due 
rettangoli BCGI, EFIH, che hanno ciascun per 
misura ABX^C; dunque il quadrato latto sopra 
AC, ec. 

Scolio. Questa Proposizione si accorda con 
quella, che si dimostra in Àlgebra per la for- 
mazione del quadrato d'un binomio, e eh' è così 
espressa : 

(a-±byz Sa a l -+*ab+b x . 
PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

107. Se la linea AC è la differenza di due linee 
AB, BC, il quadrato fatto sopra AC conter- 
rà il quadrato di AB, più il quadrato di BC, 
meno due volte il rettangolo fatto sopra AB, e 

BC* cioè si avrà AC, ovvero (AB — BC) a *=AB~h 

a 

BC— 2ABXBC. 

Costruite il quadrato ABIFj prendete AE= 
AC \ conducete CG parallela a Bl, HK parallela 
ad AB, e terminate il quadrato EFLK. 

I due rettangoli CBIG,GLKD hanno ciascuno 
per misura AB XBC: se si tolgano entrambi 
dalla Figura intera ABILKEA, che ha per valore 

ÀB-f-BC, è chiaro che resterà il quadrato ACDE 5 
dunque ec. 

Scoilo. Questa Proposizione combina colla 
formula d'Algebra (a— 2ai. 
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PROPOSIZIONE X, 

TEOREMA 

Il rettangolo fatto sulla somma, e la diffe- fì$.io& 
rema di due linee è uguale alla differenza 
dei quadrati di queste linee: cosi si ha 

(AB+BC) X (AB— BC)-=AB— 

Costruite sopra AB, ed AC i quadrati ABIF^ 
ACDE-, prolungate AB d'una quantità BK=»BC 5 
e terminate il rettangolo AKLE. 

La base AK del rettangolo è la somma delle 
due linee AB, BC; la sua altezza AE é la dif- 
ferenza di queste medesime linee. Dunque il 
rettangolo AKLE«=(AB-+-BC) X (AB — BC). Ma 
questo medesimo rettangolo è composto delle 
due parti ABHEh-BHLK; e la parte BHLK è 
ugnale al rettangolo EDGF, perché BH=»ED, 
e BK=EF ; dunque AKLE-ABHE-* EDGF, 
Ora queste due parti formano il quadrato ABIF, 
meno il quadrato DHIG, eh* è il quadrato fat- 
to sopra BC : dunque finalmente (AB-i-BC) X 

(AB — BC) s==3 ÀB — BC. 

Sco-lio. Questa Proposizione combina colla 
formula d'Algebra (a-+b)(a — i)=a 2 — ' 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

// quadrato fatto sulV ipotenusa d'un trian- 
golo rettangolo è uguale alla somma dei qua* 
drati fatti sopra gli altri due latu 
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Fi %. 109. Sia ABC un triangolo rettangolo in A: aven- 
do formato i quadrati sopra i tre lati ^ abbas- 
sate dal vertice delF angolo retto sopra V ipote- 
nusa la perpendicolare AD, cbe prolungherete 
fino in E; tirate quindi le diaconali ÀF, CH. 

L* angolo ABF è composto dell' angolo ABC 
più r angolo retto CBF ; Y angolo CBH è com- 
p sto del medesimo angolo ABC più l'angolo 
retto ABH; dunque l'angolo ABF=HBC. Ma 
come lati d' un medesimo quadrato , 
e BF=BC per la medesima ragione; dunque 1 
triangoli ABF, HBC banno un angolo uguale 

* ti, 1. compreso fra lati uguali ; dnnque sono uguali*. 

Il triangolo ABF è la metà del rettangolo 
BDEF ( o per più brevità BE ) , cbe ba la me- 

* 2. desima base BF , e la medesima altezza BD *. 

Il triangolo HBC è parimente la metà del qua- 
drato AH; perchè essendo retto l'angolo BAC, 
come pure BAL, AC ed AL non fanno che 
una sola linea retta parallela a HB; dunque il 
triangolo HBC, ed il quadrato AH, che hanno la 
base comune BIT, hanno pure V altezza comune 
AB; dunque il triangolo è la metà del quadrato. 

Si è digià provato cbe il triangolo ABF è 
uguale al triangolo HBC ; dunque il rettangolo 
BDEF, doppio del triangolo ABF, è equivalente 
al quadrato AH, doppio del triangolo HBC. Si 
dimostrerà parimente che il rettangolo CDEG è 
equivalente al quadrato AI ; ma i due rettangoli 
BDEF, CDEG presi insieme fanno il quadrato 
BCGF; dunque il quadrato BCGF fatto sulF ipo- 
tenusa è uguale alla somma dei quadrati ABHL, 
ACIK fatti sugli altri due lati, o, in altri terrai- 

a 1 1 

ni , BG=AB-+AC. 
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Corollario /. Dunque il quadrato d'uno dei 
lati dell* angolo retto è uguale al quadrato del- 
l' ipotenusa meno il quadrato dell'altro lato; il 

a a a 

che si esprime così : AB=BC — AC. 

Corullario IL Sia ABCD un qv»adrato, AC laFig.nS. 

sua diagonale ; il triangolo ABC essendo rettan- 

a a a a 

golo ed isoscele, avremo AC=A B-+ 80^=2 AB ; 
dunque il quadrato fatto sulla diagonale AC 
è doppio del quadrato fatto sul lato AB. 

Si può render sensibile questa proprietà con- 
ducendo pei punti A , e C le parallele a BD, 
e pei punti B , e D le parallele ad AC : si for- 
merà così un nuovo quadrato EFGH , che sarà 
il quadrato di AC. Or si vede che EFGH con- 
tiene otto triangoli uguali ad ABE, e che ABCD 
ne contìen quattro ; dunque il quadrato EFGH 

è doppio d'ABCD. 

a a 

Poiché AC : AB :: 2 : 1 , si ha , estraendone 
le radici quadrate , AC : AB :: \/a : 1 5 dunque 
la diaconale d'un quadrato è incommensura- 
bile col suo lato. 

Questo è ciò , che svilupperemo di più in 
un'altra occasione. 

Corollario 11 1. Si è dimostrato che il qn a- Fi fri©* 
drato AH è equivalente al rettangolo BDEF: 
ora, a cagione dell'altezza comune BF, iti qua- 
drato BCGF stà al rettangolo BDEF come la 

base BC stà alla base BD ; dunque 

a a 

BC:AB::BC:BD. 
Dunque il quadrato dell'ipotenusa sta al qua- 
drato d' uno dei la/i delV augolo retto come- 
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V ipotenusa sta al segmento adiacente a que- 
sto lato. Il segmento , di cui adesso si tratta , è 
la parte dell' ipotenusa determinata dalla perpen- 
dicolare abbassata dal vertice dell'angolo retto; 
così BD è il segmento adiacente al lato AB, e 
DC è il segmento adiacente al lato AC. Si avreb- 
be similmente 

BC a :ÀC::BC : dc. 

IV. Corollario. I rettangoli BDEF, DCGE, 

avendo pure la medesima altezza , stanno fra loro 

come le loro basi BD, DC. Or questi rettangoli 

a « 

sono equivalenti ai quadrati AB, AC 5 dunque 

ab*: AC::BD : DC. 

Dunque i quadrati dei due lati dell'angolo 
retto stanno fra loro come i segmenti dell'ipo- 
tenusa adiacenti a questi lati. 

PROPOSIZIONE XII. 

T EOREMÀ 

Fig.no. In un triangolo ABC, se V angolo C è acuto , 
il quadrato del lato opposto sarà minore della 
somma dei quadrati dei lati 9 che comprendono 
l'angolo C ; e se si abbassi AD perpendicolare 
sopra BC, la differenza sarà uguale al doppio 
del rettangolo BCXCD; talmente che si avrà 

ABlL AC^BC— aBC X CD. 

Vi sono due casi. U° Se la perpendicolare 
cade dentro del triangolo ABC , si avrà BD= 

* 9. BC— CD, e per conseguenza * BD=BC-f CD— 



■ 
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aBGXCD. Aggiungendo da ambe le parti AD, 
e osservando che i triangoli rettangoli ABD, 

ADC danno AdVm)=AB* e AD % DC= AG * 

si avrà AB=BC^-ÀC^2BCXCD, 

2.° Se la perpendicolare AD cade fuori del 
triangolo ABC, si avrà BD=:CD— BC, e per 

conseguenza * BdLcDh-BC— 2CDXBC. Ag- •» 

... 9 

giungendo da ambe le parti AD , se ne con- 
cbiuderà medesimamente 

AB^BCh- AC— 2BC X CD. 
PROPOSIZIONE XIII. 

* 

TEOREMA 

In un triangolo ABC, se l'angolo C è ottuso, rtg.ui. 
il quadrato del lato opposto AB sarà maggiore 
della somma dei quadrati dei lati, che com- 
prendono V angolo C; e se si abbassi AD per- 
pendicolare sopra BC , la differenza sarà 
uguale al doppio del rettangolo BCXCDj 
talmente che si avrà 

AB LàC^BC+2BC X CD. 
La perpendicolare non può cadere dentro del 
triangolo, poicbè se cadesse, per esempio, in 
E, il triangolo ACfe avrebbe ad un tempo stesso 
l'angolo retto E, e l'angolo ottuso C, il cbe è 
impossibile *: essa dunque cade al di fuori , e si » 

ba BD=BC-+CD. Di qui resulta * BD=tBCh- » 8 

CDH-2BCXCD. Aggiungendo da ambe le parti 
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AD, e facendo le riduzioni , come nel Teorema 

precedente, se ne conchiuderà AB nrBC-hAC-h 
aBCXCD. 

Scolio. Non v'è che il triangolo rettangolo, 
in cui la somma dei quadrati di due lati sia 
uguale al quadrato del terzo; poiché, se T an- 
golo compreso da questi lati è acuto, la somma 
de' loro quadrati sarà maggiore del quadrato del 
lato opposto; se è ottuso, essa sarà minore. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Fig.iift. I* 1 un triangolo qualunque ABC, se si con- 
duce dal vertice al mezzo della base la linea 

retta AE, dico che si avrà AB-+AC=aAE-t- 
aBE* 

Abbassate la perpendicolare AD sulla base 
BC ; il triangolo AEC darà pel Teorema XII, 

AG=AE-f EG^aEC X^D. 

Il triangolo ABE darà pel Teorema XIII» 

"AB==AE^EB^2EBX ed. 

Dunque, sommando, ed osservando che EB=EC, 
si avrà 

AB^AC=2AÈ^+-2EBl a 
Corollario. Dunque in ogni parallelogram- 
mo la somma dei quadrati de' lati è uguale, 
alla somma dei quadrati delle diagonalu 
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Poiché le diagonali AC, BD si tagliano scam- Fig.t i3 
fievolmente in due parti uguali al punto E*;» 5i, i. 
così il triangolo ABC dà 

AB^BcL2AE^f2BK 
Il triangolo ADC dà parimente 

AD^^LaAE^aDE? 
Sommando membro con membro , e osservanti 
che BE=DE, si avrà 

. AB+AD%^ . 

» mmmm t 

Ma 4AE è il quadrato di aAE, o di AC ; 4DE 
è il quadrato di BD ; dunque la somma de' qua- 
drati de' lati è uguale alla somma dei quadrati 
delle diagonali. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

La linea DE, condotta parallelamente alla ri§ 1T4: 
base d'un triangolo ABC, divide i lati AB, AC 
proporzionalmente ; in modo che si ha AD'DB 

; : AE ; EC. 

Tirate BE, e DC5 i due triangoli BDE,DEC 
hanno la medesima base DE ; essi hanno pure la 
medesima altezza , poiché i vertici B , e C sono 
situati sopra una parallela alla base ; dunque 
questi triangoli sono equivalenti *. * *• 

I triangoli ADE, BDE, di cui il vertice 
comune é E , hanno la medesima altezza , e 
stanno perciò fra loro come le basi AD, DB*, * & 
oude si ha 

ade : bde:: ad : db. 
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I triangoli ADE, DEC , di cui il vertice co- 
mune è D, hanno pure la medesima altezza, e 
•tanno fra loro come le basi AE , EG 5 dunque 

ade : dec : : ae : ec. 

Ma il triangolo BDE=DEC ; dunque , a mo- 
tivo del rapporto comune in queste due propor- 
zioni, se ne conchiuderà 

ad: db : : ae : ec. 

Corollario /. Di qui resulta componendo AD 

-+DB : ad: : AE-fEC : ae, oppure ab : ad: : 

AC : AE, e così pure AB : BD: :AC : CE. 
Fi S .n5. IL Se tra due rette AB,CD si conducono 
quante si vogliano parallele AC, EF, GH, BD, 
ec. , queste rette saranno tagliate proporzio- 
nalmente , ed avremo AE : CF::EG : FH: : 
GB : HD. 

Perchè , sia O il punto di concorso delle rette 
AB, CD; nel triangolo OEF, ove la linea AG è 
condotta parallelamente alla base EF, si avrà OE : 

AE: :OF : cf , oppure oe : of: :AE : cf. 

Nel triangolo OGH si avrà similmente OE : EG 

:: of : fh, ovvero oe : of :: eg : fh ; 

dunque, a cagione del rapporto comune OE ; 
OF, queste due proporzioni danno AE ; CF: ! 
EG : FH. Si dimostrerà nello stesso modo che 
EG : FH: :GB : HD, e cosi in seguito 5 dun- 
que le linee AB , CD sono tagliate proporzio- 
nalmente dalle parallele EF, GH, ec. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA 

Fig.i 16. Viceversa, se i lati AB, AC sono tagliati pro- 
porzionalmente dalla linea DE, talmente che 



LIBRO III. 87 

si abbia AD : DB: : AE : EC, dico che la linea 
DE sarà parallèla alla base BC. 

Poiché , se DE non è parallela a BC , sup- 
poniamo che sia la DO ; allora, secondo il Teo- 
rema precedente, si avrà AD : BD; *AO * OC. 
Ma, per ipotesi, AD ; DB: : AE ; EC ; dunque 
si avrebbe AO : OC::AE : EC$ proporzione 
impossibile, poiché da una parte l'antecedente 
AE é maggiore di AO, e dall'altra il conse- 
guente EC é minore di OC : dunque la paral- 
lela a BC condotta pel punto D non può dif- 
ferir da DE; dunque DE è questa parallela. 

Scolio. La medesima conclusione avrebbe 
luogo se si supponesse la proporzione AB : 
AD : : AC : AE. Poiché questa proporzione da- 
rebbe AB— AD : AD. : AC— AE : AE, ovvero 

bd:ad::ce: ae. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA 

La linea retta AD, che divide in due parti*** 117 ' 
uguali V angolo BAC d'un triangola, dividerà 
la base BC in due segmenti BD, DC propor- 
zionali ai lati adiacenti AB, AC; talmente 
che si avrà BD : DC;:AB : AC. 

Pel punto C conducete CE parallela ad AD 
fintantoché incontri il lato BA prolungato. 

Nel triangolo BCE la linea AD è parallela 
alla base CE, onde si ha la proporzione* * 

bd : dc.:AB : ae. 

Ma il triangolo ACE é isoscele , perché , a 
cagione delle parallele AD, CE, l'angolo ACE 



Digitized by Google 



68 GEOMETRIA 

•»4.i.=DAC, e l'angolo AEC=BAD*: ora, per 
supposizione , DAC=BAD ; dunque V angolo 

♦ i3, i. ACE=AEC , ed in conseguenza AE=AC*; 

sostituendo dùnque AC in vece di AE nella pro- 
porzione precedente, si avrà 

BD ; DC; .AB : AC. 
PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Due triangoli equiangoli hanno i lati omo- 
loghi proporzionali , e son simili. 
Vi q 119 Siano ABC, CDE due triangoli, che hanno 
gli angoli respettivamente uguali , cioè BAC= 
CDE, ABC=DCE, e ACB=DEC; dico che i 
lati omologhi , o adiacenti agli angoli uguali , 
saranno proporzionali; talmente che si avràBC 

: CE:: ab : CD:: ac : de. 

Situate i lati omologhi BC, CE nella mede- 
sima direzione , e prolungate i lati BA, ED fin- 
ché s'incontrino in F. 

Poiché BCE è una linea retta , e che Y angolo 
BCA=CED, ne segue che AC è parallela a 

* *4« !• DE*. Parimente , poiché Y angolo ABC^DCE, 

la linea AB è parallela a DC ; dunque la Figura 
ACDF è un parallelogrammo. 

Nel triangolo BFE la linea AC è parallela alla 

» i5 hase FE , onde si ha bc : ce::BA : af\ 

In vece di AF ponendo la sua uguale CD, si 
avrà 

bc : CE::BA : CD. 

Nel medesimo triangolo BFE, se si riguardi 
BF come la base , CD è una parallela a questa 
base , e si ha la proporzione BC:CE::FD:DE. 
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Jrf vece di FD mettendo la sua uguale AC , si 
avrà 

BC ; CE;:AC : DE. 
Finalmente da queste due proporzioni, che 
contengono il medesimo rapporto BC l CE, si 
può concludere ancora 

AC : DE;:BA : CD. 

Dunque i triangoli equiangoli BAC, CDE han- 
no i lati omologhi proporzionali : ma , segùendo 
la Definizione Il. a , due Figure son simili quan- 
do hanno ad un tempo stesso gli angoli respet- 
tivamente uguali , ed i lati omologhi proporzio- 
nali; dunque i triangoli equiangoli , BAC , CDE 
son due Figure simili. 

Corollario. Affinchè due triangoli siano simili 
basta che abbiano due angoli respeltivamente 
uguali, perchè allora il terzo sarà uguale da ambe 
le parti, e i due triangoli saranno equiangoli. 

Scolio. Osservate che nei triangoli simili i lati 
omologhi son opposti ad angoli uguali 5 così , 
essendo V angolo ACB uguale a DEC , il lato 
AB è omologo a DC$ medesimamente AC, e 
DE sono omologhi , perchè son opposti agli 
angoli eguali ABC, DCE : essendo riconosciuti 
i lati omologhi , si formano facilmente le pro- 
porzioni 

ab : DC::AC : de;:bc : ce. 

- 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

Due triangoli , che hanno tutti i lati omolo- 
ghi proporzionali* sono equiangoli , e perciò 
simili. 

Eleni, di Geom, 8 
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Fig.iao. Supponiamo che si abbia BC : EF::AB \ 
DE: :AC : DF , dico clie i triangoli ABC, DEF 
avranno gli angoli uguali , cioè A=D , B=E , 

C=F. 

Fate al punto E F angolo FEG=B , ed al 
punto F l'angolo EFG=C 5 il terzo G sarà 
uguale al terzo A 5 e i due triangoli ABC,EFG 
saranno equiangoli ; dunque si avrà pel Teo- 
rema precedente BC : EF; :AB : EG ; ma, per 
supposizione , BC : EF::AB : DE ; dunque 
EG=DE. Si avrà ancora pel Teorema mede- 
simo BC \ EF; : AC ; FG ; ora si ha , per sup- 
posizione , BC : EF: :AC : DF; dunque FG 
=DF; dunque i triangoli EGF, DEF hanno i 
tre lati respettivamente uguali ; dunque sono 
* 11. 1. uguali*. Ma, per costruzione , il triangolo EGF 
è equiangolo al triangolo ABC ; dunque anche i 
triangoli DEF , ABC sono equiangoli , e simili. 

Scolio /. Si vede da queste due ultime Pro- 
posizioni che nei triangoli V eguaglianza degli 
angoli è una conseguenza della proporzionalità 
dei lati , e reciprocamente ; in modo che una di 
queste condizioni serve per assicurar la similitu- 
dine dei triangoli. Non è lo stesso nelle Figure 
di più di tre lati ; perchè , cominciando sino 
da' quadrilateri , si può, senza cambiar gli an- 
goli, alterare la proporzione de' lati, o senza 
alterare i lati cangiare gli angoli : così la propor- 
zionalità dei lati non può essere una conseguen^ 
za dell' uguaglianza degli angoli ; nò viceversa. 
F1g.121.gi yedc, per esempio, che conducendo EF 
parallela a BC, gli angoli del quadrilatero AEFD 
sono uguali a quelli del quadrilatero ABCD ; ma 
la proporzione de' lati è differente : del pari , 
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senza cangiar di lunghezza i quattro lati AB , 
BC, CD, AD, si può avvicinare o allontanare 
il punto B dal punto D , il che altererà gli an- 
goli. 

Scolio Ih Le due Proposizioni precedenti, 
che propriamente ne fanno una sola , unite a 
quella del quadrato dell' ipotenusa , sono le Pro- 
posizioni le più importanti, e le più feconde della 
Geometria ; bastano quasi esse sole a tutte le 
applicazioni , ed alla risoluzione di tutti i Pro- 
blemi : la ragione si è che tutte le Figure rettilinee 
posson dividersi in triangoli , ed un triangolo 
qualunque in due triangoli rettangoli. Perciò le 
proprietà generali dei triangoli racchiudono im- 
plicitamente quelle di tutte le Figure rettilinee. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOltEMA 

Due triangoli, che hanno un angolo uguale ftf.iM. 
compreso fra lati proporzionali, son simili. 

Sia r angolo A=D , e supponiamo che si ab- 
bia AB I DE : : AC : DF ; dico che il triangolo 
ABC è simile a DEF. 

Prendete AG^=DE , e conducete GII parallela 
a BC5 r angolo AGII sari uguale all'angolo 
ABC*, ed il triangolo AGII sarà equiangolo al » »5. 1. 
triangolo ABC j si avrà dunque AB * AG** 
AC : AH. Ma, per supposizione, AB : DE:: 
AC , # DF, e per costruzione AG— DE ; dunque 
AH=DF. I due triangoli AGH , DEF hanno 
dunque un angolo uguale compreso fra lati 
uguali ; essi dunque sono uguali. Ora il triangolo 
AGH è simile ad ABC ; dunque DEF é pur si- 
mile ad ABC. 
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PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

Due triangoli , che hanno i lati omologhi 
paralleli, o che gli hanno respettìvamente 
perpendicolari , son simili» 
Fig.ia3. Poiché i.° se il lato AB è parallelo a DE, 
*6, i.e BCad EF , l'angolo ABC sarà uguale a DEF*; 
se di più AC è parallelo a DF , V angolo ACB 
sarà uguale a DFE , e così BAC a EDF ; dunque 
i triangoli ABC , DEF sono equiangoli '> dunque 
son simili. 

Fig.i*4. 2.° Sia il lato DE perpendicolare ad AB , e 
il lato DF ad AC ; nel quadrilatero AIDH i due- 
angoli I , e H saranno retti ; i quattro angoli 

* ao, 1 • equivalgono insieme a quattro angoli retti ; 
dunque i due rimanenti I AH , IDH equivalgono 
a due angoli retti. Ma i due angoli EDF, IDH 
equivalgono pure a due angoli retti : dunque 1 an- 
golo EDF è eguale a IAH , o BAC : parimente, 
se il terzo lato EF è perpendicolare al terzo BC, 
si dimostrerà che Y angolo DFE^C , e DEF 
=B ; dunque i due triangoli ABC , DEF , che 
hanno i lati respettivamente perpendicolari > 
sono equiangoli , e simili. 

Scolio. Nel caso dei lati paralleli i lati omo- 
loghi sono i lati paralleli ; ed in quello de' lati 
perpendicolari lo sono i lati perpendicolari . 
Così, in quest' ultimo caso, DE è omplogo ad 
AB, DF ad AC, ed EF a BC. 

Il caso dei lati perpendicolari potrebbe of- 
frire una situazione relativa de' k due triangoli dif- 
ferente da quella, che è supposta nella Fig. 124 ; 
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ina V eguaglianza degli angoli respettivi si dimo- 
strerebbe sempre o con dei quadrilateri , come 
AIDH , di cui due angoli son retti , o col para- 
gone di due triangoli , i quali con degli angoli 
opposti al vertice avrebbero ciascuno un angolo 
retto : d* altronde si potrebbe sempre supporre 
cbe si fosse costrutto dentro del triangolo ABC 
un triangolo DEF, i di cui lati fossero paralleli 
a quelli del triangolo paragonato ad ABC 5 ed 
allora la dimostrazione rientrerebbe nel caso 
della Figura 124. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA 

Le linee AF, AG, ec. condotte a piacimento* 1 *- 1 **' 
dal vertice di un triangolo dividono propor- 
zionalmente la base BC, e la sua parallela DE; 
talmente che siha DI : BF::1K : FG ; : KL : 
GH, ec. 

Poicbè j siccome DI è parallela a BF , il 
triangolo ADI è equiangolo ad ABF , e si ba la 
proporzione DI : BF: :AI : AF. Parimente , 
essendo IK parallela a FG , si ba AI : AF: :IK 
* FG. Dunque , a cagione del rapporto comune 
AI : AF, si avrà DI ! BF: :IK % . FG. Si troverà 
similmente 1K : FG ; : KL : GII, ec. ; dunque la 
linea DE è divisa nei punti I, K, L come lo è 
la base BC nei punti F, G, H. 

Corollario. Dunque, se BC fosse divisa in 
parli uguali nei punti F, G, II, la parallela DE 
sarebbe divisa parimente in parti uguali nei 
punti I, K, L. 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

Fig.i*<5. $ e d Q l vertice dell' angolo retto A d'un 
triangolo rettangolo si abbassi la perpendi- 
colare AD sull ipotenusa , 

1. ° 1 due triangoli parziali ABD, ADC sa- 
ranno simili fra di loro y ed al triangolo totale 
ABC, 

2. ° Ogni lato AH,o AC sarà medio propor- 
zionale fra l'ipotenusa BC , ed il segmento 
adiacente BD, o DC. 

3. ° La per per dicolar e AD sarà media pro- 
porzionale fra i due segmenti BD, DC. 

Poiché l.° il triangolo BAD , ed il triangolo 
BAC hanno l'angolo comune B$ di più l'an- 
golo retto BDA è uguale all'angolo retto BAC ; 
dunque il terzo angolo BAD delluuo è uguale al 
terzo C dell' altro ; dunque questi due triangoli 
sono equiangoli , e perciò simili. Si dimostrerà 
parimente che il triangolo DAC é simile al trian- 
golo BAC ; dunque 1 .° i tre triangoli sono equian- 
goli , e simili fra di loro. 

a.° Poiché il triangolo BAD é simile al trian- 
golo BAC , i loro lati omologhi sono propor- 
zionali. Ora il lato BD nel triangolo piccolo è 
omologo a BA nel grande , perche sono opposti 
ad angoli uguali BAD , BCA ; V ipotenusa BA 
del piccolo è omologa all' ipotenusa BC del gran- 
de ; dunque si può formare la proporzione BD \ 
BA : :BA : BC. Si avrebhe nella stessa maniera 
DC : AC:: AC : BC. Dunque 2.° ognuno dei 
lati AB, AC é medio proporzionale fra 1* ipote- 
nusa , e il segmento adiacente a questo lato. 
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3.° Finalmente la similitudine dei triangoli 
ABD , ADG dà , paragonando i lati omologhi , 
BD : AD: :AD I DC ; dunque 3.° la perpendi- 
colare AD è media proporzionale tra i segmenti 
BD , DC dell' ipotenusa. 

Scolio. La proporzione BD : AB:: AB l BG 
dà, uguagliando il prodotto degli estremi a quello 

de'medj , AB=BDXBC ; si ha medesimamente 

AC=DCXBC; dunque AB+AC=BDXBC-+- 
DCXBC: il secondo membro è la medesima 
<!bsa che (BD-*-DC)XBC , e si riduce a BCX 

BC o BC ; dunque si ha AB-+AC=BC ; dunque 
* il quadrato fatto sopra V ipotenusa BG è uguale 
alla somma dei quadrati fatti sopra gli altri due 
lati AB, AC. Ritorniamo così alla Proposizione 
del quadrato dell' ipotenusa per una strada dif- 
ferentissiina da quella , che avevamo seguitata ; 
d' onde si vede che , a parlar propriamente , la 
Proposizione del quadrato delF ipotenusa è una 
conseguenza della proporzionalità dei lati nei 
triangoli equiangoli. Laonde le Proposizioni 
fondamentali della Geometria si riducono , per 
cosi dire , a questa sola , cioè , che i triangoli 
equiangoli hanno i loro lati omologhi propor- 
zionali . 

Accade spesso, come n'abbiam veduto adesso 
un esempio, che tirando delle conseguenze da 
una , o più Proposizioni , si ricade su delle Pro- 
posizioni già dimostrate. In generale ciò , che 
caratterizza particolarmente i Teoremi di Geo- 
metria , e, dà una prova invincibile della loro 
certezza , si è che combinandoli insieme in una 



Digitized by Google 



$6 O E OSI ET B 1A 

maniera qualunque, purché si ragioni giustamefl-^ 
te, si cade sempre sopra resultamenti esatti. Non 
avverrebbe così se qualche Proposizione fosse 
falsa , o non fosse vera che press' a poco ; acca- 
derebbe spesso che , per mezzo della combina- 
zione delle Froposizioni fra loro , V errore si 
accrescerebbe , e diventerebbe sensibile. Si ve- 
dono esempj di ciò in tutte le dimostrazioni, 
dove ci serviamo della riduzione all'assurdo «~ 
Tali dimostrazioni , in cui si ha la mira di pro- 
vare che due quantità sono uguali, consistono 
nel far vedere che, se si ammette fra loro la mini- 
ma disuguaglianza , ne risulterebbe per mezzo 
della serie dei ragionamenti un assurdità mani- 
festa , e palpabile ; d' onde si rimane costretti a 
conchiudere che quelle due quantità sono uguali. 

rig.127. Corollario. Se da un punto A della circon- 
ferenza si conducono le due corde AB , AC alle 
estremità del diametro BC, il triangolo BAC sarà 

* 1$, a. rettangolo in A* ; dunque i.° la perpendicolare 
AD è media proporzionale fra i due segmenti 
del diametro BD, DC, ovvero , il che torna lo> 

stesso, il quadrato AD è uguale al rettangolo 
BDXDC. 

2 0 La corda AB è media proporzionale fra 

il diametroBCA 9 ed il segmento adiacente BD, 

a 

oppure, il che torna lo stesso, AB=BDXBC. 

a a a 

Si ha parimente AC-CD X^C; dunque AB : AC : : 

a a 

BD : DC ; e se si paragona AB a BC , si avrà 
a .a a _a 

AB : BC : : BD : BC; si avrebbe pure AC ; BC : : 
DC ; BC, Questi rapporti de* quadrati dei lati 
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sì fra loro , che col quadrato dell' ipotenusa , 
si sono già dati nei Gorollarj HI. e IV. della 
Proposizione XI. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA 

Due triangoli, che hanno un angolo ugual e frisi** 
stanno fra loro come i rettangoli dei lati, che 
comprendono l'angolo uguale. Così il triango- 
lo ABC sta al triangolo ADE come il rettan- 
golo ABXAC sta al rettangolo ADXAE. 

Tirate BE ; i due triangoli ABE , ADE, il di 
cui vertice comune è in E, hanno la medesima 
altezza , e stanno fra loro come le basi AB , 
AD* 5 dunque. * •» 

abe : ade:: ab : ad. 

Si ha parimente 

abc : abe: :ac : ae. 

Moltiplicando queste due proporzioni per or- 
dine , ed omettendone il termine comune ABE, 
si avrà 

ABC : ADE: : abxac : adxae. 

Corollario. Dunque i due triangoli sarebbero 
equivalenti se il rettangolo ABX AC fosse uguale 
al rettangolo ADXAE , o se si avesse AB ! 
AD : : AE : AC $ lo che avrebbe luogo se la 
jinea DC fosse parallela a BE. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA 

Due triangoli simili stanno fra loro come 
i quadrati dei lati omologhi. 

Sia l'angolo A=D, e V angolo B=E; pr*-«*M» 
Eicm. di Geom. 9 
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mieramente , a cagione degli angoli uguali A , e 

D, si avrà per la Proposizion precedente 

ABC : DEF: : abxac : dexdf. 

D* altronde abbiamo , a causa della similitudine 
dei triangoli, 

ab : de::ac : df, 

E, se si moltiplica questa proporzione termine 
a termine per la proporzione identica 

AC ; DF:;AC ; DF, 

ne risulterà 

ABXAC : DEXDF; .AC* DF* 

Dunque abc : DEF: :Àc : 6f. 

Dunque due triangoli simili ABC, DEF stanno 
fra loro come i quadrati dei lati omologhi AC , 
DF, o come i quadrati di due altri lati omolo-* 
ghi qualunque. 

PROPOSIZIONE XXVI, 

_ 

TEOREMA 

- 

Due poligoni simili sono composti d' un 
medesimo numero di triangoli , simili respei- 
s tivamente , e similmente disposti. 
Fig.iat). Nel poligono ABCDE conducete dal vertice 
d' uno stesso angolo A le diagonali AC, AD agli 
altri angoli. Neil' altro poligono FGHIK con- 
ducete similmente dall'angolo F omologo ad A 
le diagonali FU , FI agli altri angoli. 

Poiché i poligoni sono simili, l'angolo ABC 
Dtf. 2: è uguale al suo omologo FGH*, e di più i lati 
AB, BC sono proporzionali ai lati FG, GH; 
talmente che si ha - AB ; FG::BC : GH. Da 
ciò segue che i triangoli ABC , FGH hanno un 
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angolo eguale compreso tra lati proporzionali ; 
dunque essi son simili*; dunque l'angolo BOA * 2 °- 
è uguale a GHF. Essendo tolti questi angoli 
uguali dagli angoli uguali BCD , GITI , i resti 
ACD, FHI saranno uguali: ma, poiché i tri* 
angoli ABC , FGH sono simili , si ha AC * 
FH: :BC : GH^ d'altronde, a cagione della si* 
militudine de' poligoni*, ftC ! GH::CD : HI;*Def.a. 
dimane AC : FH : :CD : HI ; ma si è già veduto 
che T angolo ACD=FHI ; dunque i triangoli 
ACD , FHI hanno un angolo ugnale compreso 
fra lati proporzionali ; dunque son simili . Si 
può continuare medesimamente a dimostrar Ja 
similitudine dei triangoli susseguenti , qualunque 
fosse il numero dei lati dei poligoni proposti: 
dunque due poligoni simili sono composti d'un 
medesimo numero di triangoli simili, e simil- 
mente disposti. 

Scolio. La Proposizione inversa è ugualmente 
vera : Se due poligoni sono composti d'un me- 
desimo numero di triangoli simili , e simile 
mente disposti , guesd due poligoni saranno 
simili. 

Poiché la similitudine dei triangoli respettivi 
darà l'angolo ABC=FGH, BCA=GHF, ACD 
=FHI 5 dunque BCD=GHI ; cosi pure CDE 
=HIK, ec. Di più si avrà AB : FG: :BC : GH 
XAC : FH::CD : HI, ec; dunque i due po- 
ligoni hanno gli angoli uguali, ed i lati propor- 
zionali ; dunque son simili, 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA 

I contorni , o perimetri dd' poligoni simiti 
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stanno come i lati omologhi , e le loro super- 
ficie come i quadrali di questi medesimi lati. 
llQ# Poiché à. c avendosi, per la natura delle Figure 

simili , ab : FG: :bc : gh: :cd : hi , ec. , 

ai può conchiudere da questa serie di rapporti 
uguali, la somma degli antecedenti AB-4-BG 
.+CD ec, perimetro della prima Figura , sta alla 
somma de' conseguenti FG-+GH-4-HI ec, peri- 
metro della seconda Figura, come un antecedente 
sta al suo conseguente , ovvero come il lato AB 
stà al suo omologo FG. 

2.° Poiché i triangoli ABC, FGH sono simili; 



a 2 



5. si ha * ABC : FGH : : AC : FH ; parimente , 
i triangoli simili ACD , FUI danno ACD l 



FUI: :AC : FH 5 dunque , a motìp^del rap- 




porto comune AC l FH, si ha 

abc : FGH: : acd : Fi 

Con un ragionamento simile si troverebbe 

acd : fhi::ADE : fik ; 

e cosi in seguito, se vi fosse un maggior numero 
di triangoli. Da questa serie di rapporti uguali 
si conchiuderà; La somma degli antecedenti 
ABC-kACD-4- ADE, o l'area del poligono ABCDE, 
stà alla somma dei conseguenti FGH-*-FHl H-F1K, 
o all' area del poligono FGHIK , come un ante- 
cedente ABC stà al suo conseguente FGH, o 



come AB stà a FG 5 dunque le superficie dei 
poligoni simili stanno fra loro come i quadrati 
dei lati omologhi. 

Corollario. Se si costruiscono tre Figure simili, 
i di cui lati omologhi siano uguali ai tre lati 
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d'un triangolo rettangolo, l'area della Figura 
fatta sul maggior lato sarà uguale alla somma 
delle aree dele altre due: poiché queste tre 
Figure sono proporzionali ai quadrati dei loro 
lati omologhi ^ ora il quadrato dell' ipotenusa è 
uguale alla somma dei quadrati degli altri due 
lati 5 dunque ec. 

PROPOSIZIONE XXVIIL 

TEOREMA 

Le parti di due corde AB , CD , che si ta- r >+ 1 * 0 ' 
gliano dentro d' un circolo , sono reciproca- 
mente proporzionali , vale a dire che si ha 

ao : do::CO : ob. 

Tirate AC e BD ; nei triangoli ACO, BOD gli 
angoli in O srono uguali come opposti al ver- 
tice; l'angolo A è uguale air angolo- D t perchè 
sono iscritti nel medesimo segmento* ; per la » i8,a. 
medesima ragione l'angolo C— B ; dunque questi 
triangoli sono simili , ed i lati omologhi danna 
la proporzione 

ao ; do;:co : ob. 

Corollario. Si ricava da ciò AOXOB=DOX 
CO 5 dunque il rettangolo delle due parti d'una 
delle corde è uguale al rettangolo delle due 
parti dell'altra. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

* 

TEOREMA 

»- 

Se da uno stesso punto O preso fuori del c7r-Fig.i3i. 
colo si conducono le secanti OB^OC, terminate 
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aìVarro concavo BC, le secanti intere saranno 
reciprocamente proporzionali alle loro parli 
esterne , cioè si avrà 

ob : oc:;od : oa. 

Poiché , tirando AC e BD , i triangoli OAC , 
OBD hanno l'angolo O comune ; di più ¥ an- 
*i8, a.golo B=C*; dunque questi triangoli sono simi- 
li, e i lati omologhi danno la proporzione 

ob : oc::OD : ao. 

Corollario. Dunque il rettangolo OAXOB è 
ugnale al rettangolo OCXOD. 

Scolio. Si può osservare che questa Proposi- 
zione ha molta analogia colla precedente , e 
che ne differisce soltanto perchè le due corde 
AB , CD , in vece di tagliarsi dentro del cir- 
colo , si tagliano al di fuori. La Proposizione 
seguente può ancora esser riguardata come un 
caso particolare di quest'ultima. 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA 

■ 

Fig.i3a. Se da uno stesso punto O preso fuori del 
circolo si conduce una tangente OA > ed una 
secante OC , la tangente sarà media propor- 
zionale fra la secante, e la sua parie esterna ; 
talmente che si avrà OC : OA: :OA : OD ; ov- 

vero , il che torna lo stesso , OA=OCXOD. 

Poiché , tirando AD, ed AC, i triangoli OAD, 
OAC hanno V angolo O comune; di più F an- 
golo OAD formato da una tangente e da una 
* ir), 2 corda* ha per misura la metà dell'arco AD, 
e l'angolo C ha la medesima misura; dunque 
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V angolo OAD=C; dunque i due triangoli sono 
simili , e si ha ia proporzione , 

oc : oa;:oa : od, 

che dà ÒA=OCXOD. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA 

In un triangolo ABC, se si divide l'angolo A in dneFig.i33. 
parti ugnali colla linea AD, il rettangolo dei lati 
AB, AC sarà uguale al rettangolo dei segmenti BD , 
DC , più il quadrato dèlia secante AD. 

Fate passare una circonferenza per i tre punti A, B, 
C ; prolungate AD fino alla slessa circonferenza , e 
tirate CE. 

11 triangolo BAD è simile al triangolo EAC ; poiché, 
per supposizione, l'angolo BAD— EAC ; di più l'angolo 
Bz=E , avendo ambedue per misura la metà dell'arco 
AC ; dunque questi triangoli sono simili, ed i lati omo- 
loghi danno la proporzione BA l AEr *AD * AC. Quindi 
resulta BAxAC=AExAD ; ma AE=AD-f DE,e mol- 
tiplicando da ambe le parti per AD, si ha AExADzz 
■y 

ADh-ADxDE-, d'altronde ADxDE-BDXDC*; dun- * 
que finalmente _ a 

BAXAC=AD-f BDxDC. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA 

> 

In un triangolo ABC il rettangolo dei due lati AB,Fig.i34. 
AC è uguale al rettangolo compreso tra il diametro CE 
del circolo circoscritto , e la perpendicolare AD 
abbassata sul terzo lato BC. 

Poiché, tirando AE, i triangoli ABD, AEC sono rettan- 
goli , l'uno in D , l'ai tro in A ; di più l'angolo B=E ; dun- 
que questi triangoli sono simili , e danno la proporzione 
AB I CE: :AD : AC-, donde resulta ABxAC=CExAD. 
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Corollario. Se si moltiplicano queste quantità uguali 
per la medesima quantità BC , si avrà ABxACXBC= 
CEX ADxBC. Ora ADXBC è il doppio della superficie 
* 6. del triangolo *; dunque il prodotto dei tre lati d? un 
triangolo è uguale alla sua superficie moltiplicata 
per il doppio del diametro del circolo circoscritto. 

Il prodotto di tre linee si chiama talora un solido 9 
per una ragione , che si vedrà in seguito. Il suo valore 
facilmente si concepisce immaginando che le linee siano 
ridotte in numeri , e moltiplicando i numeri , di cui si 
tratta. 

Scolio Si può dimostrar pure che la super ficie d'un 
triangolo è uguale al suo perimetro moltiplicato per 
la metà del raggio del circolo iscritto. 
Fig. 8;. Poiché i triangoli ÀOB , BOC , AOC, che hanno il 
loro vertice comune in O, han per altezza comune il 
raggio del circolo iscritto; dunque la somma di questi 
triangoli sarà uguale alla somma delle hasì AB, BC, AC 
moltiplicata per la metà del raggio OD; dunque la su- 
perficie del triangolo ABC è uguale al suo perimetro 
moltiplicalo per la metà del raggio del circolo iscritto. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA 

Fig.i35. In ogni quadrilatero ABCD iscritto nel circolo , 
il rettangolo delle due diagonali AC, BD è uguale alla 
somma dei rettangoli dei lati opposti; talmente che 
si ha 

AC xBD=ABXCD-f ADXBC. 

Prendete l'arco COzzAD, e tirate BO, che incontri 
la diagonale AC in I. 

L'angolo ABD~CBI, poiché l'uno ha per misurala 
metà di AD, e K altro la metà di CO uguale ad AD. 
L'angolo ADB=BCI, perchè sono iscritti nel medesimo 
segmento AOB; dunque il triangolo ABD è simile al 
triangolo IBC, e si ha la proporzione AD : Ci: IBD l BC; 
donde resulta ADXBC^ClXBD. Dico adesso che il 
triangolo ABI è simile al triangolo BDC, perchè essendo 
V arco AD uguale a CO, se si aggiuuge da ambe le parti 
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OD, si avrà l'arco AO— DC ; dunque ¥ angolo ÀBfe 
DBC: di più l'angolo BAI— BDC, perchè sono iscritti 
nel segmento medesimo ; dunque i triangoli ABI, DBC 
sono simili, ed i lati omologhi danno la proporzione 
AB : BD: :AI : CD; donde resulla ABxCD— AIXBD, 

Aggiungendo i due resultali trovali, e osservando che 
ÀIXBD+CIXBD- (AI^Cl) vBD=:ÀCxBD, si avrà 
ÀDXBC-r ABXCD=ACxBD. 

Scotio. Si può dimostrare nella stessa maniera un 
altro Teorema sul quadrilatero iscritto. 

Il triangolo ABD simile aBICdà pure la proporzione 
BD ! BC: !AB : BI, donde resulta BIvrBD BCxAB. 
Se si lira CO, il triangolo ICO simile ad ABI sarà simile 
a BDC, e darà la proporzione BD ! CO.' :DC ! OI; 
donde resulla OI^BD- CO >^DC, ovvero, a cagione di 
CO - AD,OIxBD^=AD> DC. Aggiungendo i due re- 
sultati, e osservando che BI < BD-< 01 BD si riduce 
a BOXBD, si avrà 

BOxBD— ABxBC-f-ADxDC. 

Se si fosse preso BP- AD, e si fosse tirata CKP , si 
sarebbe trovato con dei ragionamenti simili 
CPxCA:=ABxAD-frBCxCD. 

Ma essendo Y arco BP uguale a CO , se si aggiunge 
BC da ambe le parli, si avrà l'arco CBPrBCO ; dunque 
la corda CP è uguale alla corda BO, e per conseguenza 
i rettangoli BOxBD , e CPxCA stanno fra loro come 
BD sià a CA; dunque 

BD : CAI : ABXBC-i ADXDC : ADXAB-+BCXCD. 

Dunque le due diagonali d'un quadrilatero iscritto 
stanno Jfra loro come le somme dei rettangoti dei lati 
adiacenti alle loro estremità. 

Questi due Teoremi posson servire per trovare le dia- 
gonali quando si conoscono i lati. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA 

Sia P un punto dato dentro il circolo sul raggio AC, Fig.iX> 
. e sia preso un punto Q al di fuori sul prolungamento 
dello stesso raggio, talmente che si abbia CP l CÀ* * 
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Ck * CQ/ se da un punto qualunque M della circon- 
ferenza si conducano ai dite punti P, e Q le rette MP, 
MQ , dico che queste rette staranno per tutto nel me- 
desimo rapporto , e che si avrà sempre MP ; MQJ l 
AP ! AQ. 

Poiché si ha , per supposizione , CP ; CA; !CA ' CQ, 
mellendo CM in vece di CA , si avrà CP : CM: :CM l 
CQ; dunque i triangoli CPM, CQM hanno un angolo 
uguale C compreso fra lati proporzionali ; dunque son 
* 20. simili* ; dunque il terzo lato MP sta al terzo MQ 
come CP stà a CM , o CÀ. Ma la proporzione CP ! CÀ 
: !CA : CQ dò, dividendo, CP ; CA : CA— CP : CQ— 

ca, o cp : ca::ap : aq; dunque mp:mq;: 
ap : aq. 

» 

PROBLEMI RELATIVI AL LIBRO III. 
PROBLEMA I. 

Dividere una linea retta data in quante 
parti uguali si voglia, ovvero in parti propor- 
zionali a linee date. 

Fig.157. i.° Sia proposto di divider la linea AB iti 
cinque parti uguali; per Y estremità A si con- 
durrà la linea indefinita AG , e prendendo AC 
d'una grandezza qualunque, si porterà AC cinque 
volte sopra AG. Si uniranno V ultimo punto di 
divisione G, e l'estremità B colla linea retta 
GB 5 poi si condurrà CI parallela a GB ; dico 
che Al sarà la quinta parte della linea AB , e 
che, portando AI cinque volte sopra AB, la 
linea AB sarà divisa in cinque parti uguali. 

Poiché , siccome CI è parallela a GB, i lati 
AG, AB son tagliati proporzionalmente in C, 

» i5. ec | I* # Ma AC è la quinta parte di AG; dunque 
AI è la quinta parte di AB. 

Fìg.i38. %.Q Sia proposto di dividere la linea AB in 
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parti proporzionali alle linee rette date P, Q, 
R. Dall'estremità A si tirerà F indefinita AG 5 
sì prenderanno AC=P, CD-r=Q, DE=R ; si 
uniranno V estremità E, e B, e pei punti C , e 
D si condurranno CI, DK parallele ad EB ; dico 
che la linea AB sarà divisa in parli Al, IK, KB 
proporzionali alle linee date P, Q, R. 

Poiché , a motivo delle parallele CI , DK , 
EB , le parti AI, IK, KB san proporzionali alle 
parti AC, CD, DE* ; e per costruzione queste * 
ultime sono uguali alle linee date P, Q, R. 

• « 

0 

PROBLEMA II. 

Trovare una quarta proporzionale a tre Fig.139 
linee date A, B, C. 

Tirate le due linee indefinite DE, DF sotto 
un angolo qualunque. Sopra DE prendete DA 
=A, e DB==B ; sopra DF prendete DC=C 5 
tirate AC , e per il punto B conducete BX pa- 
rallela ad AC 5 dico che DX sarà la quarta pro- 
porzionale cercata : poiché, siccome BX é paral- 
lela ad AC, si ha la proporzione DA : DB:: 
DC l DX ; ora , i tre primi termini di questa 
proporzione sono uguali alle tre linee date ; 
dunque DX è la quarta proporzionale richiesta. 

Corollario. Si troverà similmente una terza 
proporzionale alle due linee date A, B ; poiché 
essa sarà la stessa che la quarta proporzionale 
alle tre linee A, B> B. 
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Trovare una media proporzionale fra due 
rette date A e B. 
Fig.140. Sopra una linea indefinita DF prendete DE 
=±r A, ed EF=B ; sulla linea totale DF, come dia- 
metro , descrivete la mezza-circonferenza DGF ; 
dal punto E inalzate sul diametro la perpendico- 
lare EG, che incontri la circonferenza in G ; 
dico che EG sarà la media proporzionale ri- 
chiesta. 

Poiché la perpendicolare GE abbassata da un 
punto della circonferenza sul diametro è media 
proporzionale fra i due segmenti del diametro 
* a3. stesso DE, KF* : ora questi segmenti sono uguali 
alle linee date A, e B. 

PROBLEMA IV. 

tfg.i4t. Dividere la linea data AB in due parti di 
maniera che la maggiore sia media propor- 
zionale tra la linea intera , e V altra parte. 

Air estremità B della linea AB alzate su que- 
sta la perpendicolare BC uguale alla metà di AB; 
dal punto C, come centra, e col raggio CB de- 
scrivete una circonferenza 5 tirate AC, che taglierà 
la circonferenza in D, e prendete AF==AD ; 
dico che la linea AB sarà divisa nel punto F 
nella maniera richiesta , in guisa tale , cioè , che 
vremo AB : AF; :AF : FB. 

Poiché , essendo AB perpendicolare all'estre- 
mità del raggio CB , dessa è una Ungente ; e se 
si prolunga AC finché incontri di nuovo la cir- 
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conferenza in E, si avrà* AE ; AB: ! AB : AD j * 3o - 
dunque, dividendo, AE— AB : AB: :AB-AD ; 
AD. Ma poiché il raggio BC è la meta di AB , 
il diametro DE è uguale ad AB , e per conse- 
guenza AE — AB=AD= AF ; si ha pure , a mo- 
tivo di AF=AD , AB— AD=FB ; dunque AF : 
AB::FB:AD, ovvero AF ; dunque, inver- 
tendo , ab : AF-AF : fb. 

Scolio. Questo modo di divisione della linea 
AB si chiama divisione in media ed estrema 
ragione : $e ne vedranno degli usi . Si può frat- 
tanto osservare , che la secante AE è divisa in 
media ed estrema ragione nel punto D ; impe- 
rocché, a motivo di AB=DE, si ha AE : DE; : 
DE : AD, 

PROBLEMA V. 

Per un punto A dato dentro dell angolo Fig.i^. 
dato BCD tirare la linea BD in maniera , che 
le parti AB, AD, comprese tra il punto A, ed i 
due lati dell angolo , siano uguale. 

Pel punto A conducete AE parallela a CD ; 
prendete BE=CE ; e pei punti B , ed A tirate 
BAD , che sarà la linea cercata. 

Poiché, essendo AE parallela a CD, si ha 
BE : EC: :BA ; AD $ ora BE=EC ; dunque 
BA=AD. 

PROBLEMA VI. 

Fare un quadrato equivalente ad un parai- 
lelogrammo , o ad un triangolo dato. 

i.° Sia ABCD il parallelogrammo dato, AB^S»^ 
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la sua base , DE la sua altezza : fra AB , e DÉ 

*Prob.3. cercate una media proporzionale XY* ; dico che 

il quadrato fatto sopra XY sarà equWalenle al 

parallelogrammo ABCD Poiché si ha , per co- 

a 

strazione , AB : XY; :XY : DE; dunque XY= 

ABXDE : ora ABXDE è la misura del parallc- 

a , 

logrammo , e XY quella del quadrato ; dessi 
dunque sono equivalenti . 
Fig.144. 2.° Sia ABC il triangolo dato , BC la sua 
base , AD la sua altezza : prendete una media 
proporzionale fra BC , e la mela di AD , e sia 
XY questa media; dico che il quadrato fatto 
sopra XY sarà equivalente al triangolo ABC. 
Poiché , siccome si ha BC : XY: :XY : 3 AD, 

ne risulta XY=BCXi AD; dunque il quadrato 
fatto sopra XY è equivalente al triangolo ABC. 

PROBLEMA VII. 

rig.145. Fare sulla linea data AD un re-tt angolo 
ADEX equivalente al rettangolo dato ABFC. 

Cercate una quarta proporzionale alle tre linee 
AD, AB, AC, e sia AX questa quarta propor- 
zionale ; dico che il rettangolo fatto sopra AD, 
e AX sarà equivalente al rettangolo ABFC. 

Poiché , siccome si ha AD : AB: : AC : AX , 
ne risulta ADXAX=ABXAC: dunque il rettan- 
golo ADEX è equivalente al rettangolo ABFC. 

PROBLEMA Vin. 

Fig.148. Trovare in linee il rapporto del rettangolo 
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delle due linee date A e Bai rettangolo delle 
due linee date CeD. 

Sia X una quarta proporzionale alle tre linee 

B, C, D; dico che il rapporto delle due linee 
A, e X sarà uguale a quello dei due rettangoli 
AXB, CXD; • '. 

Poiché j siccome si ha B ! C : • D • X , ne 
risulta CX*>=BXX; dunque AXB : CX»! : 

Axb: bxx::A :x. 

Corollario. Dunque , per avere il rapporto 
dei quadrati fatti sopra le linee date A,eC, 
cercate una terza proporzionale X alle linee A 
e C, talmente che si abbia A : ;C ; X ; e voi 
avrete Al l C*;:A : X. 

PROBLEMA IX. 

Trovare in linee il rapporto del prodotto Fi &* l 4%> 
delle tre linee date A, B, C al prodotto delle 
tre linee date P, Q, R. 

Alle tre linee date P, A, B cercate una 
quarta proporzionale Xj alle tre linee date C, 
Q, R cercate parimente una quarta proporzio- 
nale Y. Le due linee X, Y staranno fra loro 
cornei prodotti AXBXC,PxQXB- 

Poiché, siccome P : A::B : X, si ha AXB 
=PXX; e moltiplicando da ambe le parti per 

C, AXBXC=CXPXX. Similmente, siccome 
C : Q : : R : Y , ne resulta QxR=<^XY; e 
moltiplicando da ambe le parti per P, si ha 
PXQXR=PX'CXY ; dunque il produttoAX 
BXC sta al prodotto PXQXR come CXPXX 
sta aPXCXY, o comeX^stàa Y. 
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PROBLEMA X. 

Fare un triangolo equivalente ad un poli- 
gono dato. 

Fig.146. Sia ABCDE il poligono dato. Tirate primie- 
ramente la diagonale CE, che separa dal poli- 
gono il triangolo CDE; pel punto D condu- 
cete DF parallela a CE finché incontri AE pro- 
lungata; tirate CF, ed il poligono ABCDE sarà 
equivalente al poligono ABCF, che ha un lato 
di meno. 

Poiché, i triangoli CDE, CFE hanno la base 
comune CE , ed essi hanno pure la medesima 
altezza perchè i loro vertici D, F son situati sopra 
una linea DF parallela alla base , dunque questi 
triangoli sono equivalenti. Aggiungendo ad ambe 
le parti la Figura ABCE, si avrà da una parte il 
poligono ABCDE, e dall'altra il poligono ABCF, 
che saranno equivalenti. 

Si può parimente togliere l'angolo B sosti- 
tuendo al triangolo ABC il triangolo equivalente 
AGC, e così il pentagono ABCDE sarà cangiato 
in un triangolo equivalente GCF. 

Lo stesso metodo si applicherà ad ogni altra 
Figura ; poiché , diminuendo ad uno per volta 
il numero dei lati, si cadrà finalmente sul trian- 
golo equivalente. 

Scolio. Abbiamo di già Veduto che ogni trian- 
golo può esser cangiato in un quadrato equiva- 
Vvob. 6» lente* ; così troveremo sempre un quadrato 
equivalente ad una Figura rettilinea data 5 questo 
è ciò, che si chiama quadrare la Figura rettilinea, 
o trovarne la quadratura. 
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Il Problema della quadratura del cìrcolo 
consiste nel trovare un quadrato equivalente ad 
un circolo, di cui sia dato il diametro. 

PROBLEMA XI. 

Fare un quadrato, che sia uguale alla som- 
ma , o alla differenza di due quadrati dati. 

Siano A, e fi i lati dei quadrati dati, *ig.i47- 

1. ° Se bisogna trovare un quadrato uguale 
alla somma di questi quadrati, tirate le due linee 
rette indefinite ED , EF ad angolo retto ; pren- 
de^ ED=A, ed EG=B; conducete DG 5 e DG 
sarà il lato del quadrato cercato. 

Poiché , essendo il triangolo DEG rettangolo, 
il quadrato fatto sopra DG è uguale alla somma 
dei quadrati fatti sopra ED , ed EG. 

2. ° Se bisogna trovare un quadrato uguale 
alla differenza de' quadrati dati, formate pari- 
mente T angolo retto FEH ; prendete.GE uguale 
al minore dei lati A, e B ; dal punto G , come 
centro , e con un raggio GH uguale all'altro 
lato, descrivete un arco, che tagli EFI in H ; 
dico che il quadrato fatto sopra EH sarà uguale 
alla differenza dei quadrati fatti sopra le linee A, 
e B. 

Poiché il triangolo GEH è rettangolo, Y ipo- 
tenusa GH=A, ed il lato GE=B ; dunque il 
quadrato fatto sopra EH ec. 

Scolio, Si può trovare ancora un quadrato 
uguale alla somma di quanti quadrati si vorrà; 
poiché la costruzione , che ne riduce due ad un 
solo, ne ridurrà tre a due , e questi due ad uno, 
e cosi degli altri. Sarebbe lo stesso se alcuna 
E lem. di Geom* io 
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dei quadrati dovesse esser sottratto dalla somma 
degli altri. 

PROBLEMA XII. 

Fig. i5o. Costruire un quadrato, che stia al quadrata 
dato ABCD come la linea M sta alla linea N. 

Sopra la linea retta indefinita EG prendete 
EF=M, e FG=N; sopra EG, come diametro, 
descrivete una mezza-circonferenza, e nel punto 
F alzate sul diametro la perpendicolare FU. Dal 
punto H conducete le corde HG, HE, che pro- 
lungherete indefinitamente ; sulla prima pren- 
dete HK uguale al lato AB del quadrato dato 
e pel punto K conducete KI parallela ad EG* 
dico che HI sarà il lato del quadrato richiesto. 

Poiché , a motivo delle parallele KI, GE, si ha 

HI ; HK : : HE : HG ; dunque HI*: HK ; : Hl\ 

* a3, HG; ma nel triangolo rettangolo EHG* il qua- 
drato di HE sta al quadrato di HG come il 
segmento EF sta al segmento FG, o come M 

sta ad N$ dunque HI*: HK* :M : N. Ma HK 
=AB; dunque il quadrato fatto sopra HI sta 
al quadrato fatto sopra AB come M sta a N. 

PROBLEMA XIII. 

Fig. 1*9. Sul lato FG omologo ad AB descrivere un 
poligono simile al poligono dato ABCDE. 

Nel poligono dato tirate le diagonali AC , 
AD 5 nel punto F fate l'angolo GFH=BAC, e 
nel punto G l'angolo FGH=ABC;le linee rette 
FH, GH si taglieranno in H, e FGH sarà un 
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triangolo simile ad ABC : parimente sopra FH, 
omologo ad AC, costruite il triangolo F1H simile 
a ADC, e sopra FI , omologa a AD , costruite 
il triangolo FIK simile a ADE. II poligono 
FGHIK sarà il poligono richiesto, cioè simile 
a ABC DE. 

Poiché questi due poligoni son composti d'un 
medesimo numero di triangoli simili y e simil- 
mente disposti** 

PROBLEMA XtV, 

Essendo date due Figure simili , costruire 
una Figura simile , che sia uguale alla loro 
somma , o alla loro differenza. 

Siano A, e B due lati omologhi delle Figure 
date ; cercate un quadrato uguale alla somma, o 
alla differenza dei quadrati fatti sopra A, e B; 
sia X il lato di questo quadrato; X sarà nella 
Figura cercata il lato omologo tanto ad A, 
quanto a B nelle date Figure. Si costruirà in se- 
guito la Figura richiesta come mi precedente 
Problema. 

Poiché le Figure simili stanno come i quadrati 
dei lati omologhi : ora il quadrato del lato X é 
uguale alla somma, o alla differenza dei quadrati 
fatti sui lati omologhi A, eB; dunque la Figura 
fatta sul lato X è uguale alla somma , o alla 
differenza delle Figure simili fatte sui lati A, e B„ 

PROBLEMA XV. 

Costruire una Figura simile ad una Figura 
data, e che stia a questa Figura nel rapporta 
dato di MaN, 
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Sia A un lato della Figura data, X il Iato omo- 
logò della Figura cercata - y bisognerà che il qua- 
drato di . X stia al quadrato di A come M sfcà 
* *7- a K*. Si troverà dunque X pel Problema XII., 
e conoscendo X si compirà il resto pel Pra- 
blema XI IL 

« 

PROBLEMA XVr. 

Fig.iai. Costruire una Figura simile alla Figura 
ed equivalente alla Figura Q.. 

Cercate il lato M del quadrato equivalente alla 
Figura P, ed il lato N del quadrato equivalente 
alla Figura Sia quindi X una quarta propor- 
zionale alle tre linee rette date M, N, AB ; sul 
lato X, omologo ad AB, descrivete una Figura 
simile alla Figura P; dico che dessa sarà inoltre 
equivalente alla Figura Q. 

Poiché , chiamando Y la Figura fatta sul lato 

a a 

X, si avrà P • Y*;AB 1 X; ma, per costru- 
zione , ab : x::M : N, o ab : x* :M*: N $ 

dunque P;Y::M a :N\ Oltracciò si ha pure, 

a a 

per costruzione, M=P, e N=Q$ dunque P l 
Y,'*P l Q: dunque Yr=Q; dunque la Figura 
Y è simile alla Figura P , ed equivalente alla 
Figura Q. 

PROBLEMA XVII. 

Fig. i5a. Costruire un rettangolo equivalente a uh 
quadrato dato C, e i di cui lati adiacenti 
facciano una somma data AB. 
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Sopra AB , come diametro , descrivete una 
mezza circonferenza ; conducete parallelamente 
al diametro la retta DE ad una distanza AD uguale 
al lato del quadrato dato C. Dal punto E, ove 
la parallela taglia la circonferenza , abbassate 
sul diametro la perpendicolare EF; dico che 
AF, e FB saranno i lati del rettangolo cercato. 

Poiché la loro somma è uguale ad AB, ed il 
loro rettangolo AFXFB è uguale al quadrato di 
EF* , o al quadrato di A D ; dunque questo * & 
rettangolo è equivalente al quadrato dato C. 

Scolio. Bisogna , affinchè il Problema sia pos- 
sibile , che la distanza AD non superi il raggia, 
vale a dire che il lato del quadrato C non superi 
la metà della linea AB. 

PROBLEMA XVIII. 

Costruire un rettangolo equivalente a wflrig.i53, 
quadrato C, ed i etti lati adiacenti abbiano 
fra di loro la differenza data AB. 

Sulla linea retta dala AB, come diametro, 
descrivete una circonferenza ; all'estremità del 
diametro conducete la tangente AD uguale al 
lato del quadrato C: pel punto D, e pel cen- 
tro O tirate la secante DF ; dico che DE , 
e DF saranno i lati adiacenti del rettangolo ri- 
chiesto. 

Poiché l.° la differenza di questi lati è uguale 
al diametro EF , o AB; 2.° il rettangolo DEX 

1 

DF è uguale a AD*; dunque questo rettangolo * 5o - 
sarà equivalente al quadrato dato C. 
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PROBLEMA XIX. 

Trovare la misura comune, se ve n' è alcu- 
na , tra la diagonale, ed il lato del quadrato. 
Fig.i54. Sia ABCG un quadrato qualunque, AC la sua 
diagonale. 

Bisogna primieramente portare BC sopra CÀ 
» prob. quante volte può esservi contenuta* ; e perciò 
'7> a - sia descritto col centro C, e col raggio CB il 
mezzo-circolo DBE ; si vede che CB è conte- 
nuta una volta in AC col resto AD ; il resultato 
della prima operazione è dunque il quoziente i 
col resto AD, che bisogna paragonare con BC T 
o colla sua ugnale AB. 

Si può prendere AF=AD , e portare difatta 
AF sopra AB ; si troverebbe che vi é contenuta 
due volte con un resto ; ma siccome questo re- 
sto , ed i seguenti vanno diminuendo , e che ben 
presto ci sf uggirebbero per la lor piccolezza , 
questo non sarebbe che on mezzo meccanico 
imperfetto , donde non si potrebbe conchiuder 
niente per decidere se le linee rette AC, BC 
hanno fra loro , o non hanno una misura co- 
mune: ora v'è un mezzo semplicissimo di scan- 
sare le linee decrescenti, e di operare soltanto 
sopra linee , che restin sempre della medesima 
grandezza. 

In fatti , essendo l'angolo ABC retto, AB è 
una tangente, ed A E una secante condotta dal 
» 3o. medesimo punto ; talmente che si ha * AD l 
AB::AB:AE. Così nella seconda operazio- 
ne, ove si tratta di paragonare AD con AB, 
si può , in vece del rapporto di AD a AB , 
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prender quello di AB ad AE : ora AB, o la 
sua uguale CD è contenuta due volte in AE col 
resto AD; dunque il resultato della seconda- 
operazione è il quoziente 2 col resto AD , che 
bisogna paragonare ad AB. 

La terza operazione , che consiste nel parago- 
nare AD con AB, si ridurrà parimente a para- 
gonare AB, o la sua eguale CD con A E; e si 
avrà del pari 2 per quoziente , ed AD per resto . 

Si fa manifesto da ciò che Y operazione non 
avrà mai fine , e che non v' è alcuna misura co- 
mune fra la diagonale , ed il lato del quadrato ; 
verità , cV era già cognita per mezzo dell' Arit- 
metica (giacché queste due linee stanno fra loro 
come V 2 : i ) *, ma che acquista un maggior * tfv 
grado di chiarezza mediante la risoluzione Geo- 
metrica. 

Scolio. Non è dunque possibile di trovare in 
numeri il rapporto esatto della diagonale al lato 
del quadrato ;ma possiamo approssimarvici tanta 
quanto si vorrà col mezzo della frazione conti- 
nua , che è uguale a questo rapporto. La prima 



e tutte le altre all' infinito danno 2 ; onde la fra- 
zione, di cui si tratta, è x , 

-+»+k+l ec. 

all'infinito. 

Per esempio , se si calcola questa frazione 
fino al quarto termine inclusi vamente , si trova 
che il suo valore é i£f,o talmente che il 
rapporto approssimativo della diagonale a) lato 
del quadrato è ll^l l 29. Si troverebbe un 
rapporto più approssimativo calcolando un mag- 
gior numero di termini. 



no 

LIBRO QUARTO 



I POLIGONI REGOLARI E LA MISURA 

DEL CIRCOLO 



DEFINIZIONE 

XJn poligono, che è nel tempo stesso equian- 
golo, ed equilatero, si chiama poligono regolare. 

Vi son dei poligoni regolari di qualunque 
numero di lati. 11 triangolo equilatero è il po- 
ligono regolare di tre lati , ed il quadrato quello 
di quattro. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA 

Due poligoni regolari d' un medesimo nu- 
mero di lati sono due Figure simili. 
Fig.i55. Siano per esempio i due esagoni regolari 
ABCDEF, abcdef\ la somma degli angoli è la 
stessa nell'una , e nelFaltra Figura; essa è uguale 
* 4 8 )lf ad otto angoli relti*. L'angolo A è la sesta 
pai-te di questa somma, ugualmente che l'angolo 
a ; dunque i due angoli A, ed a sono uguali ; 
ed è lo stesso per conseguenza degli angoli B, 
e b , degli angoli C,ec, ec. 

Di più , poiché pef la natura di questi poli- 
goni i lati AB, BC, CD, ec. sono uguali , come 
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yure ab , £c, ed, ec., è chiaro che si hanno le 
proporzioni AB : ab: '.BC : bel l CD : ed , ec. ; 
dunque le due Figure, di cui si tratta, hanno 
gli angoli uguali , ed i lati omologhi propor- 
zionali; esse dunque son simili*. *Def.a,3. 

Corollario. I perimetri di due poligoni rego- 
lari d'un medesimo numero di lati stanno fra 
loro come i lati omologhi , e le loro superficie 
stanno come i quadrati di questi medesimi lati *.* *7> 3. 

Scollo. 1/ angolo <Y un poligono regolare si 
determina per mezao dei numero dei suoi lati , 
come quello d'un poligono equiangolo*. * ao > »• 

PROPOSIZIONE II. • 

TEOREMA 

Ogni poligono regolare può essere iscritto 
nel circolo , e può esservi circoscritto. 

Sia ABC DE ec. il poligono, di cui si tratta lj6 ' 
immaginate che si faccia passare una circonfer- 
enza pei tre punti A, B, C ; sia O il di lei cen* 
tro, ed OP k perpendicolare ahhassata sui 
mezzo del lato BC ; tirate AO, e OD. 

Il quadrilatero OPCD, ed il quadrilatero 
OPBÀ posson essere soprapposti : infatti il lato 
OP è comune, Y angolo OPC=OPB, poiché 
sono retti ; dunque il lato PC si applicherà sul 
suo uguale PB , ed il punto C cadrà in B. Di 
più , per la natura del poligono , V angolo PCD 
=PBÀ ; dunque CD prenderà la direzione BA ; 
« poiché CD^rAB, il punto D cadrà in A , e 
i due quadrilateri coincideranno interamente 
i*' uno coli* altro . La distanza OD è dunque 
Elem. di Geom. 1 1 
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uguale ad AO, e per conseguenza la circonfe- 
renza, che passa per i tre punti A, B, C, pas- 
cerà anche pel punto D ; ma, con un ragio- 
namento simile , si proverà che la circonferenza, 
che passa per i tre vertici B, C, D, passerà an- 
cora pel vertice dell'angolo susseguente E, e 
cosi di seguito : dunque' la medesima circonfe- 
nza, che passa per i punti A, B, C, passerà 
per tutti i vertici degli angoli del poligono, ed il 
poligono resterà iscritto in questa circonferenza. 

In secondo luogo , per rapporto a questa cir- 
conferenza , tutti i lati AB , BC , CD, ec. son 
delle corde uguali : esse son dunque ugualmente 
f distanti dal centro*; dunque, se dal punto O, 
come centro , e col raggio OP si descriva una 
circonferenza, questa circonferenza toccherà fl 
lato BC, e tutti gli altri lati del poligono, ciascuno 
nel loro punto di mezzo , e la circonferenza 
sarà iscritta nel poligono, o il poligono circo- 
scritto alla circonferenza medesima. 

Scolio I, Il punto O , centro comune del cir- 
colo iscritto, e del circolo circoscritto, può 
essere riguardato pure come il centro del poli- 
gono ; e per questa ragione si chiama angolo al 
centro V angolo AOB formato dai due raggi con- 
dotti alle estremità d' un medesimo lato AB. 

Poiché tutte le corde AB, BC, ec. sono uguali, 
-è chiaro che tutti gli angoli al centro son uguali, 
e che perciò il valor di ciascuno si trova divi- 
dendo quattro angoli retti pel numero der lati 
del poligono. 

Scolio li. Per iscrivere un poligono regola»© 
d'un certo numero di lati in una circonferenza 
data, si tratta soltanto di dividere la circonferenza 
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in tante parti uguali , quanti lati dee avere il 
poligono; poiché, essendo uguali gli archi, le 
corde AB, BC, CD, ec. saranno uguali; i trian-Fig.i58. 
goli ABO , BOC, COD, ec. saranno pure uguali, 
perchè sono equilateri fra di loro : dunque tutti 
gli angoli ABC, BCD, CDE, ec. saranno uguali : 
dunque la Figura ABCDE ec. sarà un poligono 
regolare. 

PROPOSIZIONE III. 

PROBLEMA 

Iscrivere un quadrato in una circonferenza 
data. 

Tirate due diametri AC, BD, che si taglino Fìg. 157. 
ad angoli retti; unite le estremità A, B, C, D ; 
« la Figura ABCD sarà il quadrato iscritto : 
poiché, essendo uguali gli angoli AOB, BOC, ec, 
le corde AB, BC,"ec. sono uguali. 

Scolio» Essendo il triangolo BOC rettangolo, 
ed isoscele , si ha* BC : BO: W2 l 1 ; dunque * 11, 3. 
il lato del quadrato iscritto sta al raggio co- 
me la radice quadrata di 2 sta all' unita. 

PROPOSIZIONE IV. 

■ 

PROBLEMA 

Iscrivere un esagono regolare^ ed un trian- 
golo equilatero in una data circonferenza. 

Supponiamo risoluto il Problema, e sia Al' r 
un lato dell'esagono iscritto; se si conducono i 
raggi AO, OB, dico che il triangolo AOB sarà 
equilatero. 

Poiché V angolo AOB è la sesta parte di quat- 
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tro angoli retti : così , prendendo 1* angolo retto 
per unità, si avrà AOB==^==|; i due altri an- 
goli ABO,BAOdel medesimo triangolo vagli ono 
insieme 2 — ^, ovvero |$e siccome sono ugua- 
li, ciascuno di essi =|; dunque il triangolo 
ABO è equilatero ; dunque il lato dell' esagono 
iscritto è uguale al raggio. 

Quindi resulta che , per iscrivere un esagono 
regolare in una circonferenza data, fa di me- 
stieri portare il raggio sei volte sulla circonfe- 
renza , con che sì ritornerà sul punto stesso , 
donde ci saremo partiti. 

Essendo iscritto l'esagono ABCDEF, se si 
uniscono i vertici degli angoli alternativamente 
con linee rette, si formerà il triangolo equila- 
tero ACE. 

Scollo. La Figura ABCO é un parallelogram- 
mo , ed anche una losanga , poiché AB=BC 
* t4,3. s^=CO=A05 dunque * la somma dei quadrati 

delle diagonali AC+BO è uguale alla somma 

— * - * 

dei quadrati de' lati , la quale è 4AB , o 4BO ; 

a _ a 

togliendo da ambe le parti BO , resterà AC= 

2 1 1 

3BO ; dunque AC : BO : : 3 ; 1 , ovvero AC : 
BO . ; y/5 l i'y dunque il lato del triangolo equi- 
latero iscritto sta al raggio come la radice 
quadrata di 3 sta ali 1 unità. 

PROPOSIZIONE V. 

* 

, PROBLEMA 

Iscrivere in un circolo dato un decagono 
regolare, quindi un pentagono, ed un pen- 
tadecagono. 
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ci by Google 



LIBRÒ ir. Ì2£ 

Dividete il raggio AO in media, ed estrema Fig.!^ 
ragione nel punto M* ; prendete la corda AB*i»rt>l>.*- 
uguale al segmento maggiore OM; ed AB sarà 
H lato del decagono regolare-, che bisognerà 
trasportar dieci volte sulla circonferenza. 

Poiché, tirando MB, si ha r per costruzione,» 
AO : UM:;OM : AM, ovvero, a motivo dr 
AB =OM, AO : AB : '. AB : AM; dunque i trian- 
goli ABO, AMB hanno un angolo comune A 
compreso fra lati proporzionali ; dunque son 4 
simili *. Il triangolo OAB è isoscele^ dunque * ao, 3. 
il triangolo AMB lo è pure , e si ha AB^BM; 
d'altronde AB=OM; dunque anche MBcsOM;. 
dunque il triangolo BMO é isoscele.- 

L'angolo AMB esterno, per rapporto al trian^ 
golo isoscele BMO , è doppio deir interno O* ; * rg- f 
ora l'angolo AMB—MAB; dunque il triangolo 
OAB e tale che ciascuno degli angoli alla base 
OAB, ossia OBA è doppio dell'angolo al ver- 
tice O ; dunque i tre angoli insieme del triaiw 
golo equivalgono a cinque volte V angolo O, e 
perciò l'angolo O è la quinta parte di due an- 
goli retti, o la decima di quattro, dunque 
T arco AB è la decima parte della circonfe* 
renza, e la corda AB è il lato del decagono re- 
golare. 

Corollario /. Se si uniscano di due in due i 
vertici degli angoli del decagono regolare , si 
formerà il pentagono regolare ACEGI^ 

Corollario 11. Essendo sempre AB il lato del 
decagono, sia AL il lato dell'esagono; allora 
l'arco BLsarà per rapporto alla circonferenza 
£ — t \ , ovvero r ó ; dunque la corda BL sarà 
il lato del pentadecagono, o poligono regolare 
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di i5 la.fi. Si vede nel tempo stesso che l'arco 
CL è la terza parte di CB. 

Scolio. Essendo iscritto un poligono regola- 
re, se si dividano gli archi sottesi dai suoi lati 
in due parti uguali , e si tirino le corde dei 
mezzi-archi, queste formeranno un nuovo poli- 
gono regolare d'un doppio numero di lati : cosi 
si vede che il quadrato può servire ad iscrivere 
successivamente i poligoni regolari di 8 , 16, 
32, ec. lati. Del pari l'esagono servirà ad iscri- 
vere i poligoni regolari di 12 , 24, 4$, ec * ' at ì 5 
il decagono i poligoni di io , 4°, 80, ec. lati ; 
il pentadecagono i poligoni di 3o , 60, 120 , 
ec. lati (1). 

PROPOSIZIONE VL 

PROBLEMA 

Pig.i6ot Essendo dato il poligono regolare iscritto 
ACBD ec, circoscrivere alla stessa circon- 
ferenza un poligono simile. 

Al punto di mezzo T dell' arco AB conducete 

* 10, a. la tangente GH, che sarà parallela ad AB*; fate 
la stessa cosa in mezzo a ciascuno degli altri archi 



(1) Si è per molto tempo creduto che questi poli- 
goni fossero i soli, che potessero essere iscritti per mezzo 
della Geometria elementare, o pure , ciò che è lo stesso, 
per mezzo della risoluzione delle Equazioni di primole 
di secondo grado : ma il sig. Gauss ha dimostrato , in 
un'Opera intitolata DisqtdsitionesArithmeticae^Lipsiae^ 
1801, che si può iscrivere con simili mezzi il poli- 
gono regolare di diciassette lati , ed in generale quello 
di a M -M lati , purché sia un numero primo. 
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BC, CO, ec. ; queste tangenti formeranno colle 
loro intersezioni il poligono regolare circoscritto 
GHIK ec. simile al poligono iscritto, 

È facile di vedere primieramente che 1 tre 
punti O , B, H, sono in linea retta , perchè i , 
triangoli rettangoli OTH , OHN hanno Tipo- 
tenusa comune OH, ed il lato OT=ON ; dun- 
que sono uguali*: dunque Fangolo TOII= * 18, 1. 
IION ; e per conseguenza la linea OH passa 
pel punto B mezzo dell'arco TN : per la me-- 
desima ragione il punto I è sul prolungamento 
di OC, ec. Ma, poiché GH è parallela ad AB , 
e HI a BC, l'angolo GHI=ABC*; parimente ♦ 27. i« 
HIK =r BCD, ec. ; dunque gli angoli del poligono 
circoscritto sono uguali a quelli del poligono 
iscritto. Di più, a cagione di quelle medesime pa- 
rallele,^ ha gii : ab : : oh : oB,e hi : BC: : 

OH : OB ; dunque GH : AB: -.Hi : BC. Ma 
AB=BC ; dunque GH=HL Per la stessa ra- 
gione HI=IK, ec. ; dunque i lati del poli- 
gono circoscritto sono uguali fra loro; dunque 
questo poligono è regolare, e simile al poligono 
iscritto. 

Corollario I. Reciprocamente , se fosse dato il 
poligono circoscritto GHIK ec, e che bisognasse 
costruire col suo mezzo il poligono iscritto ABC 
ec. , si fa manifesto che basterebbe condurre ai 
vertici G , H , I, ec. del poligono dato le linee 
OG , OH, ec, che incontrerebbero la circonfe- 
renza nei punti A , B, C , ec 5 si unirebbero in 
seguito questi punti colle corde AB, BC, ec, che 
formerebbero il poligono iscritto. Si potreb- 
bero pure, nel medesimo caso , unire più sem- 
plicemente i punti di contatto T, N, P, ec colle 
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corde TN, NP, ec. ;i1 che formerebbe uguaf- 
mente un poligono iscritto simile al circoscritto* 
Corollario IL Dunque si possono circoscri-^ 
vere ad un circolo dato tutti i poligoni rego- 
lari , che si sanno iscrivere in questo circolo 
e viceversa. 

PROPOSIZIONE VII., 

T E OR E MA 

I/area d r un poligono regolare è uguale* 
al suo perimetro moltiplicato per la metà del* 
raggio del circolo iscritto . 
160. Sia , per esempio , il poligono regolare GIIIK 
ec. : il triangolo GOH ha per misura GHX 
JOT; il triangolo OHI ha per misura HIX 
*ON : ma ON=OT ; dunque i due triangoli riu- 
niti hanno per misura (GH-+HI) X JOT. Con- 
tinuando del pari per gli altri triangoli , si vedrà 
che la somma di tutti i triàngoli , o il poligono 
intero , ha per misura la somma delle basi GH, 
HI, IK, ec, o il perimetro del poligono, moK 
tiplicalo per ^OT , metà del raggio del circolo 
iscritto. 

Scolio. Il raggio del circolo iscritto OT non 
è altro che la perpendicolare abbassata dal centro 
sopra uno dei lati dèi poligono ; si chiama ta-. 
lora V apotèma del poligono stesso. 

PROPOSIZIONE VIII. 

TEOREMA 

I perimetri de 1 poligoni regolari d'un mede-* 
sìmo numero di, lati stanno come i raggi dei 
circoli circoscritti ed anche come i raggi dei 
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eircoti iscritti ; le loro superficie stanno come 
i quadrati di questi medesimi raggi. 

Sia AB un lato d'uno de'poligom , di cui si Fi 8 ,f ^ K 
tratta , O il suo centro , e per conseguenza OÀ 
il raggio del circolo circoscritto, ed OD per? 
pendicolare sopra AB il raggio del circolo iscrit- 
to ; sia parimente ab il lato d' un altro poligona 
simile , o il suo centro , oa , e od i raggi dei 
circoli circoscritto , ed iscritto. I perimetri dei 
due poligoni stanno fra loro come i lati AB, e 
ab 5 ma gli angoli A , ed a sono uguali , essendo 
ciascuno la metà dell' angolo del poligono; è lo 
stesso degli angoli B, e b : dunque i triangoli 
ABO, abo sono simili , come pure i triangoli 
rettangoli ADO, ado ; dunque AB : ab\ \kO \ 
ao\\ DO \ do\ dunque i perimetri dei poligoni 
stanno fra loro come i raggi AO, ao de' circoli 
circoscritti , ed anche come i raggi DO , do 
de' circoli iscritti. 

• Le superficie di questi medesimi poligoni stan- 
no fra loro come i quadrati dei lati omologhi 
AB , ab \ desse stanno in conseguenza ancora - 
come i .quadrati dei raggi de* circoli circoscritti 
AO , ao , o come i quadrati dei raggi de' circoli- 
iscritti OD, od. 

PROrOSIZIONE IX. 

V 

LEMMA 

Ogni linea curvalo poligona y cke circonda- 
da un x estremità ali 3 altra la linea convessa 
AMB, è maggiore della linea circondata AMB. 

Abbiamo già detto che per linea convessa in- Fi g«» 62. 
tendiamo una linea curva, o poligona, o in. 
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parte curva, ed in parte poligona, ma tale eh* 
una linea retta non possa tagliarla in più di dna 
punti. Se la linea AMB avesse delle parti rien- 
tranti , o delle sinuosità , dessa cesserebbe d' esser 
convessa, perchè è facil vedere che una linea 
retta potrebbe tagliarla in più di due punti. Gli 
archi di circolo sono essenzialmente convessi ; 
ma la Proposizione, di cui trattasi adesso, 
s'estende ad una linea qualunque, che soddi- 
sfaccia alla condizione richiesta. 

Posto ciò, se la linea AMB non è minore di 
tutte quelle, chela circondano, esisterà fra que- 
st'ultime una linea più corta di tutte le altre, la 
quale sarà minore di AMB, o futi' al più uguale 
ad AMB. Sia ACDEB questa linea circondante y 
fra le due linee conducete, ove più vorrete, la 
retta PQ, che non incontri la linea AMB, o 
che al più non faccia che toccarla 5 la retta PQ 
è minore di PCDEQ ; dunque , se alla parte 
FCDEQ si sostituisce la linea retta PQ , si avrà 
la linea circondante APQB minore di APDQB. 
Ma, per supposizione, questa doveva esserla 
più corta di tutte ; dunque questa supposizione 
non può sussistere 5 dunque tutte le linee cir-^ 
condanti sono più lunghe di AMB. 
Fig.i63. Scolio. Si dimostrerà assolutamente nella stes- 
sa maniera che una linea convessa , e rientrante 
in se stessa AMB è più corta d'ogni linea , che 
la circondasse da ogni parte ; e ciò tanto se la 
linea circondante FHG tocca AMB in uno o 
più punti , quanto se la circonda senza toccarla» 
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PROPOSIZIONE X. 

LEMMA 

Essendo date due circonferenze concentri» 
che, si può sempre iscrivere nella maggiore un 
poligono regolare , i di cui lati non incontrino 
la minore , e si può pur circoscrivere alla mi- 
nore un poligono regolare^ i di cui lati non in- 
contrino la maggiore ; di tal maniera che , in 
ambedue i casi , i lati del poligono descritto 
saranno racchiusi fra le due circon ferenze. 

Siano CA, CB i raggi delle due circonferenze Fig. 164. 
dote. Pel punto A conducete la tangente DE ter- 
minata alla circonferenza maggiore in D, ed E: 
iscrivete nella circonferenza maggiore uno dei 
poligoni regolari , che si possono iscrivere per 
i Problemi precedenti ; dividete quindi gli archi 
sottesi dai lati in due parti uguali , e conducete 
le corde dei mezzi-archi : avrete un poligono 
regolare d'un doppio numero di lati. Continuate 
la bisezione degli archi finché pervenghiate ad 
un arco minore di DBE. Sia MUN quest' arco 
(il cui punto di mezzo è supposto m B); & 
chiaro che la corda MN sarà più lontana dal 
centro <li DE , e che perciò il poligono regolare, 
di cui MN è un lato, non potrebbe incontrare la 
circonferenza , di cui CA è il raggio. 

Poste le medesime cose, tirate CM, e CN, 
che incontrino la tangente DE in P, e Q; PQ 
sarà il lato d'un poligono circoscritto alla ci*- 
couferenza minore , simile al poligono iscritto 
nella maggiore, il cui lato è MN. Ora è mani- 
festo che il poligono circoscritto , che ha per 
lato PQ. non può incontrare la circonferenza 
maggiore, poiché CP è minor di CM. 
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Dunque , mediante la medesima Costruzione, sf 
può descrivere un poligono regolare iscritto nella 
circonferenza maggiore , ed un poligono simile 
circoscritto alla minore, i quali avranno i loro 
lati compresi fra le due circonferenze. 

Scolio. Se si hanno due settori concentrici 
FCG, Idi, si potrà similmente iscrivere nel 
maggiore una porzione di poligono regolare , 
o circoscrivere al minore una porzione di poli- 
gono simile , talmente che i contorni dei due 
poligoni siano compresi fra le due circonfe- 
renze : hasterà dividere l'arco FBG successiva- 
mente in 2, 4i °\ '6? ec « parti uguali, tinche si 
arrivi a una parte minore di DBE. 

Chiamiamo qui porzione di poligono rega- 
lare la Figura terminata da una serie di corde 
uguali iscritte nell'arco FG da un'estremità 
all'altra. Questa porzione ha le proprietà prin- 
cipali dei poligoni regolari ; essa ha gli angoli 
uguali e i lati eguali , ed è ad un tempo stesso 
iscrivihile, e circoscrivibile al circolo. Frattanto 
dessa non farebbe parte di un poligono regolare 
propriamente detto se l'arco sotteso da un dei 
suoi lati non fosse una parte aliquota della cir- 
conferenza. 

morosizioNE xi. 

* » 

TEOREMA 

Le circonferenze de' circoli sono tra loro 
come ì raggi , e le loro superficie cornei qua- 
drati dei medesimi raggi. 
Iìg*i65. Per abbreviare, indichiamo con circ.CA la. 
circonferenza , che ha per raggio CA; dico che* 

si avrà circ. CA ; circ.OB; :CA ; GB.. 
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Poiché, se questa proporzione non ha luogo, 
CA starà ad OB come circ. CA sta ad un quarto 
termine maggiore, o minore di circ. OR ; sup- 
poniamo che sia minore ; e sia , s'è possibile , 
CA : OB: : circ. CA : circ.OD. 

Iscrivete nella circonferenza, di cui OB è il 
raggio, un poligono regolare EFGKLE, i cui 
lati non incontrino la circonferenza , delia quale 
OD è il raggio* ; iscrivete un poligono simile * io. 
MNPSTM nella circonferenza , di cui CA è il 
Taggio. 

Posto ciò , poiché questi poligoni sono simili, , 
4 loro perimetri MNPSM, EFGKE stanno fra 
loro come i raggi CA, OB de 3 circoli circoscrit- 
ti*, e si avrà MNPSM : EFGKE: :CA : OB j * a. 
ma, per supposizione, CA : OB ; : circ.CA l 
circ. OD ; dunque MNPSM : EFGKE : : circ. 
CA : circ.OD. Ora questa proporzione è impos- 
sibile, perchè il contorno MNPSM è minore di 
circ.CA*, ed al contrario EFGKE è maggiore * ^ 
di circ. OD ; dunque è impossibile che CA stia 
ad OB come circ. CA sia ad una circonferenza 
minore di circ.OB , ovvero , in termini più ge- 
nerali, è impossibile che un raggio stia ad un 
raggio come la circonferenza descritta col primo 
raggio sta ad una circonferenza minore di quella 
descritta col secondo raggio. 

Da ciò conchiudo , che non si può dare nep- 
pure che CA stia OB come circ.CA sta ad una 
circonferenza maggiore di circ.OB; poiché, se 
ciò fosse, rovesciando i rapporti, si avrebbe 
OB a CA come una circonferenza peggiore 
di circ. OB sia a circ.CA, o, il che è lo stes*- 
so , come circ.OB sta ad una circonferenza nii- 
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nore di circ.CA; dunque un raggio starebbe ad 
un raggio come la circonferenza descritta col 
primo raggio stà ad una circonferenza minore 
della circonferenza descritta col secondo rag- 
gio ; il che è stato dimostrato impossibile. 

Poicbè il quarto termine della proporzione 
CA ; OB: Icirc.CA ; X non può essere nè mag- 
giore , nè minore di cz/r.OB, bisogna che sia 
uguale a circ.OB ; dunque le circonferenze de'cir- 
ooli stanno fra loro come i raggi. 

Un ragionamento ed una costruzione intera- 
mente simili serviranno a dimostrare che le su- 
perficie dei circoli stanno come i quadrati de'loro 
raggi- 

Non entreremo in altri particolari su questa 
Proposizione, che d'altronde è un Corollario 
della seguente. 
Fì(.iG6. Corollario. Gli archi simili AB , DE stanno 
come i loro raggi AC, DO, ed i settori simili ACB, 
DOE stanno come i quadrati di questi medesimi 
raggi. 

Poiché , siccome gli .archi son simili, l'an- 
Tif 3 ^* e u S ua ^ e all'angolo O*: ora l'angolo C 

1 * stà a quattro angoli retti come l'arco AB stà 
alla circonferenza intera descritta col raggio 
*i7>*- AC*; e T angolo O stà a quattro angoli retti 
come l'arco DE stà alla circonfei*enza descritta 
col raggio OD ; dunque gli archi AB, DE stanno 
fra loro come le circonferenze , di cui fanno 
parte ; queste circonferenze stanno come i raggi 
AC, DO; dunque are. AB : arc.DE: :AC ;DO. 

Per la medesima ragione , i settori ACB , 
DUE stanno come i circoli interi ; questi stanno 
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come i quadrati de 3 raggi ; dunque /e/.ACB ; 

^e/.DOE; ;ÀC"; DO. 

■ • 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 

La superficie del circolo è uguale al pro- 
dotto della sua circonferenza per la metà del 
raggio. 

Indichiamo con sup.CA la superficie del cir-rig.167. 
colo, il di cui raggio è CA; dico che avremo 
sap. CA=iCAXcirc.CA. 

Poiché se £CAXc*rc.CA non è la superficie 
del circolo , il cui raggio è CA , questa quantità 
•ara la misura d'un circolo maggiore , o minoro. 
Supponiamo primieramente chodessa sia la mi- 
sura d'un circolo maggiore , e sia , se è possibi- 
le, £CAX^>c.CA=^//3.CB. 

Al circolo , il cui raggio è CA. circoscrivete 
un poligono regolare DEFG ec, i di cui lati 
non incontrino la circonferenza, che ha CB 
per raggio*; la superficie di questo poligono * 
6arà uguale al suo contorno DE-+EFh-FG-è- et. 
moltiplicato per 5AC* : ma il contorno del po- * 7. 
ligono è maggiore della circonferenza iscritta , 
poiché la circonda da tutte le parti ; dunque la 
superficie del poligono DEFG ec. é maggiore di 
^ACXciVc.AC, che per ipotesi è la misura della 
superficie del circolo, di cui CB é il raggio; 
dunque il poligono sarebbe maggiore del circolo. 
Ora al contrario è minore, poiché vi è contenu- 
to; dunque è impossibile che ! 2 CAy(circ.CA sia 
maggiore di sup.CA, ovvero, in altri termi*- 
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ni , è impossibile che la circonferenza d'un cìr- 
colo moltiplicata per la metà <lel suo raggio sia 
la misura d'un circolo maggiore. 

Dico in secondo luogo che il medesimo pro- 
ciotto non può essere la misura d' un circolo 
minore} e, per non cambiar Figura, supporrò 
•che si tratti del circolo , il cui raggio è CB : bi- 
sogna dunque provare che ^CBXc/rc.CB non 
può essere la misura d'un circolo minore, per 
esempio , del circolo il cui raggio è CA. Infatti 
sia, se è possibile, |CBX^"*c.CB=ji/p.CA. 

Avendo fatto la stessa costruzione di sopra.> 
la superficie del poligono DEFG ec. avrà per 
misura (DE-+-EF-*-ec.)XiCA ; ma il contorno 
DE-+-EF-4 FG-t-ec. è minore di circ* CB , che 

10 circonda >da tutte le parti ; dunque la super- 
ficie del poligono è minore di ^CAX^Vc.CB , 
ed, a più forte ragione , minore di l 2 CB%cire. 
CB. Quest' ultima quantità è , per ipotesi, la mi- 
sura del circolo , di cui CA è il raggio ; dunque 

11 poligono sarebbe minore del circolo iscritto 5 
lo che è assurdo : dunque è impossibile che la 
circonferenza d'un circolo moltiplicata per la 
metà del suo raggio sia la misura d' un circolo 
minore. 

Dunque finalmente la circonferenza d'un circo- 
lo molti plica ta'per la metà del suo raggio è la mi- 
sura della superfìcie di questo medesimo circolo. 

Corollario /. La superficie d'un settore è 
uguale all'arco di questo settore moltiplicato 
per la metà del suo raggio. 
Fisica. Poiché il settore ACB stà al circolo intero 
couit Parco AMB sta alla circonferenza intera 
• 17)9 . ABD% o come AMB AC stà ad ABDXàAC- 
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Ma il circolo ìnlero=:ABDX é AC ; dunque il 
settore ACB ha per misera AMBX'AC. 

Corollario 11. Chiamiamo Trla circonferenza^ 
il di cui diametro è Funità : poiché le circonfle^ 
renze stanno come i raggi , o come i diametri, si 
potrà far questa proporzione : il diametro i stà 
alla sua circonferenza t come il diametro 2CA ri 8« 1 ^ 
stà alla circonferenza, che ha per raggio CA; tal- 
mente che si avrà i • T l ! 2CA : czrc.CÀ; dun- 
que c/>c.CA=:3ctXCA. Moltiplicando da anihe 
le parti per £CA, si avrà £CAXc*Vr«CA=xX 

CA, o sup. CA=ttCA$ dunque la superficie 
d'un circolo è uguale al prodotto del quadrato 
del suo raggio pel numero costante ir , che 
rappresenta la circonferenza , il di cui dia- 
metro è 1 , ossia il rapporto della circonfe- 
renza al diametro. 

Parimente la superficie del circolo , che ha 

per raggio OB, sarà uguale a tX^ì ora 

frXCA : tf-X^B: :CA : OB; dunque le super- 
fìcie dei circoli stanno fra loro come ì quw* 
drati dei loro raggi; il che s'accorda col pre- 
cedente Teorema. 

Scolio. Abhiamo già detto che il Problema 
della quadratura del circolo consiste nel tro- 
vare un quadrato uguale in superficie ad un cir- 
colo , il cui raggio sia cognito ; ora si è adesso 
provato che il circolo è equivalente al rettan- 
golo fatto sulla circonferenza, e la metà del 
raggio , e questo rettangolo si cangia in un qua- 
drato prendendo una media proporzionale fra 
le dne sue dimensioni*: quindi è che il Pro-*? rob ;?' 
E lem, di Geom. n 
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bleraa della quadrfitm a del circolo si riduce « 
trovar la circonferenza quando s; conosce li 
raggio, e per questo basta conoscere il rapporto 
della circonferenza al raggio , o al diametro. 

Finora non si è potuto determinare questo 
rapporto se non che iu una maniera prossima 
al vero ; ma Y approssimazione è stata portata 
sì lunge che la cognizione del rapporto esatto 
non avrebbe alcun vantaggio reale al di sopra 
di quella del rapporto approssimativo. Perei 
questa ricerca, che ha molto occupato i Geo- 
metri allorché i melodi di approssimazione era- 
no men conosci nti , é adesso relegata tra le ri- 
cerche oziose , di cui non è permesso occuparsi 
se non a coloro , che hanno appena le prime 
nozioni della Geometria, 

Archimede ha provalo che il rapporto della 
circonferenza al diametro è compreso fra 5~ 
è3j7j laonde 3*, ovvero y è un valore già 
molto prossimo al numero , che abbiamo rap- 
presentato con T| e questa prima approssima- 
zione è molto in uso a cagione della sua sem- 
plicità. Mezio ha trovato pel medesimo nu- 
mero il valore molto più approssimato frr* 
Finalmente il valore di t, sviluppato fino a un 
cert' ordine di decimali , è stato trovato da altri 
Calcolatori 3,1415926535897932 ec» , e si e 
avuta la pazienza di continuare queste decimali 
fino alla cento ventisettesima , e parimente sino 
alla centoquarantesima. E chiaro che una tale 
approssimazione quasi equivale alla verità, e 
che non si conoscono meglio le radici delle 
potenze imperfette. 
" Si spiegheranno nei Problemi seguenti due 
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del metodi elementari i più semplici per otte* 
nere queste approssimazioni, 

PROPOSIZIONE XIII. 

PROBLEMA 

Essendo date le superficie d'un poligon 0 
regolare iscritto e d'un poligono simile cir* 
coscritto ad un circolo , trovare le superficie 
dei poligoni regolari iscritto, e circoscritto 
d' un doppio numero di lati. 

Sia AB il lato del poligono dato iscritto, EF Fi $- l6 9- 
parallelo ad AB quello del poligono simile cir- 
coscritto, C il centro del circolo : se si tirano 
la corda AM e le tangenti AP , BQ , la corda 
AM sarà il lato del poligono iscritto d' un dop- 
pio numero di lati , e PQ , doppio di PM, sarà 
quello del poligono simile circoscritto*. Posto * 6. 
ciò, siccome la medesima costruzione avrà luogo 
nei dif ferenti angoli eguali ad ACM, basta con- 
siderare l'angolo ACM solo, ed i triangoli, 
che vi son contenuti staranno fra loro come i 
poligoni interi. Sia A la superficie del poligono 
iscritto, di cui AB è un lato, B la superficie 
del poligono simile circoscritto, A 7 la superficie 
del poligono iscritto , di cui AM è un lato, B' la 
superficie del poligono simile circoscritto j A, e 
B son cognite, si tratta di trovare A' e B'. 

i.° I triangoli ACD, ACM, il cui vertice 
comune è A, stanno fra loro come le loro 
tasi CD, CM5 d'altronde questi triangoli stan- 
no come i poligoni A, ed A', di etti fanno parte; 
dunque A : A':: CD : CM. I triangoli CAM, 
CME , il cui .vertice comune é M, stanno fra 
l©ro come le basi respetti ve CA, CE; questi 
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medesimi triangoli stanno come i poligoni Àf T 
e B, di cui fanno parte 5 dunque A Hi *CA * 
CE. Ma, a motivo delle parallele AD, ME, si 

ha cd : cm: :ca : ce ; dunque a : A': :A' : 

B; dunque il poligono A', uno di quelli, che si 
cercano, è medio proporzionale fra i due poli- 
goni cogniti A , e B , e si ha per conseguenza 

A'=VAXB. 

2.° A motivo dell'altezza comune CM, il trian- 
golo CPM stà al triangolo CPE come PM stà 
a PE ; ma la linea CP dividendo in due parti 
* 17 s. uguali l'angolo MCE, si ha*PM : PEt:CM l 

ce : : cd : ca: : a : A' 5 perciò cpm : cpe 

; ; A , A 5 ea in conseguenza CPM : CPM-fCPE, 

o CME : : A : A+À'. Ma CMPA o 2CPM y 

e CME stanno fra loro come i poligoni B',e B> 

di cui fanno parte ; dunque B' : B ; : 2A l 

A~f-A'. Si è di già determinato A 5 questa nuova 

proporzione determinerà B' , e si avrà B — 

2AXB _ _ . 

TjT"~Tj : « u nque , col mezzo delle superficie dei 

poligoni A, e B, è facile trovar quelle de'poligoni 
A', e B', che hanno un doppio numero di lati* 

PROPOSIZIONE XIV. 



PROBLEMA 

Trovare il rapporto approssimativo della 
circonferenza al diametro» 

Sia il raggio del circolo = 1 ; il lato del qua- 
* 3. drato iscritto sarà V2*$ quello del quadrato 
circoscritto è uguale al diametro 2; dunque la 
superfìcie del quadrato iscritto =r2, e quella 
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dei quadrato circoscritto=4. Adesso , se si fa? 
A=2 , e B=4j « troverà pel Problema prece- 
derne l'ottagono iscritto A'=\/8=:2,828427 1, e 

16 

l'ottagono circoscritto B / ===—-jg=3,3 l37o85. 

Conoscendo così: gir ottagoni iscritto , e circo- 
scritto , si troveranno col loro mezzo i poligoni 
d'un doppio numero di lati ^ bisognerà nuova- 
mente supporre A=2, 8284^7 i,B=3j3i 37085, 

e si avrà A'=VAXB=3,o6 14674 , e B'= 
2AXB 

^— ^r=3, 1825979. In seguito questi poligoni 

di 16 lati serviranno a far conoscere quelli 
di 3a, e si continuerà così finche il calcolo non- 
dia più differenza fra i poligoni iscritto, e cir- 
coscritto , almeno nelle cifre decimali , a cui ci 
siamo fermati, che in questo esempio son sette.. 
Arrivati a tal punto si conchiuderà , che il cir- 
colo è uguale all'ultimo resultameuto, perchè il 
circolo dee sempre esser compreso tra il poi 
gono iscritto, ed il poligono circoscritto ; dun- 
que, se questi non differiscono fra di loro fino 
ad un cert' ordine di decimali, il circolo pure 
nonne differirà fino al medesimo ordine. 

Ecco il calcolo di questi poligoni prolungato 
finché non differiscano più nel settimo ordina 
di decimali. 

*«mero dei Iati Poligoni iscritti Poligoni circo- 

scritti 

4 • . • • 2,0000000 . • . . 4,0000000 

8 . . . . 2,8284271 .... 3,3 137085 
16 ... . 3,0614674 .... 5,18*5979 
52 ... . 3,1214451 .... 3,1517249 
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64 ... . 3,i365485 .... 3,i44n84 
128 . . . . 3,i4<>33ii .... 3,1422236 
*56 .... 3,1412772 k , . . 5,1417504 
5i2 .... 3,i4i5i38 .... 3,i4i632i 
1024 .... 3,1410729 .... 3,1416025 
2048 .... 3,1415877 .... 3, 1415951 
4096 .... 3,1415914 .... 3,i4i5933 
8192 . • . . 3,1415923 .... 3,1415928 
i6384 .... 3,1415925 . . . . 3,1415927 
32768 .... 3,1415926 .... 0,1415926. 

Da ciò corichi ado che la superficie del circo- 
lo—^,! 415926. Si potrebbe aver del dubbio 
suir ultima decimale a cagione degli errori pro- 
dotti dalle parti , che vengono neglette; ma il 
calcolo è stato fatto con una decimale dì più , 
per esser certi del resultato , che abbiam tro- 
vato fino all'ultima decimale. 

Poiché la superfìcie del circolo è uguale alla 
mezza-circonferenza moltiplicata pel raggio , 
essendo il raggio=i , la mezza* circonferenza 
è 3,1415926; ovvero , essendo il diametro=i, 
la circonferenza è 3,1415926; dunque il rap- 
porto della circonferenza al diametro , desi- 
gnato di sopra con t, è =3,l4i59*6 * 1. 

PROPOSIZIONE XV. 

LEMMA 

Fig.170. // triangolo CAB è equivalente al triangolo iso- 
scele DCE , che ha il medesimo angolo C, e il di cui 
lato CE , eguale a CD , è medio proporzionale fra CA , 
e CB. Di più , se V angolo CAB è retto , la perpendico- 
lare CF abbassata mila base del triangolo isoscele 
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sarà media proporzionale fra il lato CÀ , e la semi- 
somma dei lati CA, CB. 

Perchè a motivo dell'angolo comune C, il trian- 
golo ABC stà al triangolo isoscele DCE come ACxBC 

a 

sta a DCxGE, o DC* • dunque questi triangoli saranno * 3. 

— a 

equivalenti se DC=ACxCB, o seDC è media propor- 
zionale tra AC , e CB. 

2.° La perpendicolare CGF tagliando in due parti 
uguali r angolo ACB, si ha*ÀG : GB: !AC l CB, donde » "7i 3. 
ne segue, componendo, AG I AG-f-GBo AB' ! AC ; AC 
-+CB; ma AG stà ad AB come il triangolo ACG stà al 
triangolo ACB , o 2CDF ; d* altronde , se P angolo A è 
retto , i triangoli rettangoli ACG, CDF sai-anno simili , 

e daranno ACG : CDF: :AC : CF ; dunque 

ac : 2Cf::ac : ac-+cb. 

Moltiplicando il secondo rapporto per AC, gli ante- 
cedenti diverranno uguali , e si avrà per conseguenza 

— * » /ÀC+CB\ 

*CF=ACX(AC+CB), o CF=>ACx( - )\ dun- 
que se P angolo A è retto , la perpendicolare CF 
sarà media proporzionale tra il lato AC , e la semi- 
somma dei lati AC,CB. 

PROPOSI ZI ONE XVI. 

» 

PROBLEMA 

Trovare un circolo, che differisca tanto poco quanto 
si voglia da un poligono regolare dato. 

Sia proposto , per esempio , il quadrato BMNP ; ab-rig.i7i. 
bassate dal centro C la perpendicolare CÀ sul lato MB, 
e tirate CB. 

Il circolo descritto col raggio CA è iscritto nel qua- 
drato , ed il circolo descritto col raggio CB è circo- 
scritto al quadralo medesimo ; il primo sarà minore del 
quadrato • il secondo sarà maggiore ; ma si tratta di 
ristringere questi limiti. 

Prendete CD, e CE uguali ciascuna alla media prò- 
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porzionalc tra CA , e CB , e tirate ED ; il triangolo* 
» ifc isoscele CDE sarà equivalente al triangolo CAB* ; fate 
lo slesso in ciascuno degli otto triangoli , che compon- 
gono il quadrato, e formerete cosi un ottagono regolare 
equivalente ai quadrato BMNP. Il circolo descritto col 

raggio CF, medio proporzionale fra CA, e , sarà 

i 

iscritto nell'ottagono, ed il circolo descritto col raggio 
CD gli sarà circoscritto. Laonde il primo sarà minore 
del quadrato dato , ed il secondo maggiore. 

Se si cangia nella medesima maniera il triangolo ret- 
tangolo CDF in un triangolo isoscele equivalente , si 
formerà con tal mezzo un poligono regolare di sedici 
lati equivalente al quadralo proposto. 11 circolo iscritto 
in questo poligono sarà minor del quadrato , ed il cir- 
colo circoscritto sari maggiore. 

Si può continuare cosi finche il rapporto tra il raggio- 
dei circolo iscritto , ed il raggio del circolo circoscritto 
differisca tanto poco quanto si vorrà dall' uguaglianza. 
Allora l'uno, e l'altro circolo potrà essere riguardata 
come equivalente al quadrato proposto. 

Scolio. Ecco a che cosa riducesi la ricerca dei raggi 

consecutivi. Sia a il raggio del circolo iscrillo in uno 

dei poligoui trovati ,. b il raggio del circolo circoscritto 

al medesimo poligono ; siano a\ e b i raggi simili nel 

poligono susseguente , che ha un doppio numero di lati. 

Secondo ciò, che abbiamo dimostrato, b'k una media por- 

porzionale fra a, e b •> ed a è una media proporzionale fra; 

a-k-b K t 

« * ed •, talmente che si avrà b'~v aXb ; ed 



«X— ; dunque, essendo cogniti i raggi a, e 
i 

b d'un poligono, se ne dedurranno facilmente i raggi a\ 
e b del poligono seguenle; e si continuerà così finche 
la differenza fra i due raggi sia divenuta insensibile ; 
allora l'uno, o l'altro di quesli raggi sarà il raggio del 
circolo equivalente al quadrato , o al poligono proposto. 

Questo metodo è facile a praticarsi in linee, poiché si 
riduce a trovare delle medie proporzionali successive fra 
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linee cognite; ma riesce ancor meglio in numeri , ed è 
uno dei mezzi più comodi , che la Geometria elemen- 
tare possa offerire per trovar prontamente il rapporto 
approssimativo della circonferenza al diametro. Sia il lato 
del quadrato=2 ; il primo raggio del circolo iscritto CA 
sarà 1, ed il primo raggio del circoscritto CB sarà 
ovvero 1,41421 36. Facendo dunque a-i,b~ 1,4 i4 21 36, 
si troverà £'=1,1892071. ed a = i,098684*. Questi 
numeri serviranno a calcolare i seguenti secondo la 
legge di continuazióne. 

Ecco il resultameli to del calcolo fatto fino a sette, 
od otto cifre colle Tavole dei logaritmi ordinar]. 

Raggi de' circoli circoscritti Raggi de' circoli iscritti 



I,4l4^l36 ...... 1,0000000 

1,1892071 i,og8684i 

i,i43o5oo 1, 1210863 

i,i32oi ((> . 1,1265639 

1,1202862 1,12*79257 

* 1,1206063 1,1202657. 



Adesso che la prima metà delle cifre è ridotta la 
-medesima da ambe le parti , potremo , invece dei med) 
geometrici, prendere i medj aritmetici, che ne dif- 
feriscono soltanto nelle decimali ulteriori. Con tal 
mezzo l'operazione si abbrevia mollo, ed i resultati 
sono 

1,1284360 1, i2835o8 

i,i283o34 • 1,1283721 

1,1283827 1,1283774 

1,1283801 1,1283787 

1,1283794 1,1283791 

1,1283792 1,1283792. 

Dunque 1,1283792 è molto prossimamente al vero 
il raggio del circolo uguale in superficie al quadrato , 
il di cui latfc è 2. Da ciò è facile trovare il rapporto 
della circonferenza al diametro ; poiché si è dimo- 
strato che la superficie del circolo è uguale al qua- 
drato del raggio moltiplicato per il numero ; duuquc, 
Elem. eli Geom. 1 i3 
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se si divide la superficie 4 pel quadrato di 1,12837929 
si avrà il valore di che si trova con questo calcolo 
essere 3, 14 1 59*26 ec. , come si è trovato con altro 
metodo. 



APPENDICE AL LIBRO QUARTO 



DEFINIZIONI I 



i chiama maximum la quantità la più grande 
di tntte quelle della medesima specie; minimum la 
più piccola. 

Cosi il diametro del circolo è un maximum fra 
tutte le rette, che congiungono due punti della cir- 
conferenza , e la perpendicolare è un minimum fra 
tutte le rette condotte da un punto dato ad una linei 
data. 

11. Si chiamano Figure isoperimetre quelle, che 
hanno dei perimetri uguali. 

PROPOSIZIOINE I. 

TEOREMA 

Fra tutti i triangoli della stessa base , e dello stesso • 
perimetro il triangolo maximum è quello , nel quale i 
due lati non determinati sono eguali. 

Pi§.i7*. Sia AC=CB, e AM-hMB»AC-fCB ; dico che il 
triangolo isoscele ACfì è maggiore del triangolo AMR, 
che ha la medesima base, e lo stesso perimetro. 

Dal punto C, come centro, e col raggio CA=CB 
descrivete una circonferenza , che incontri CA prolun- 
gato in D; tirate DB; e l'angolo DBA, iscritto nel 

* «8,2. semi-circolo, sarà un angolo* retto*. Prolungate la 
perpendicolare DB verso N; fate MN=MB, e tirate 
APi. Finalmente dai punti M, e C abbassate MP, e 
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CG perpendicolari sopra DN. Poiché CB=€D , e MN 
«=MB, si ha AC-hCB=AD , e AM-frMB=AM-+-MN. 
Ma AC-fCB=:AM^MB ; dunque AD=AM-*-MN; dun- 
que AD:> AN. Ora, se l'obliqua AD è maggiore dell'obli- 
qua AN, essa dev'essere più lontana dalla perpendico- 
lare AB; dunque DB>BN ; dunque BG, che è mela di 
BD*, sarà più grande di BP metà di BN. Ma i * i», *. 
triangoli ABC, ABM, che hanno la medesima base AB, 
stanno fra loro come le respettive altezze BG, BP; 
dunque, poiché si ha BG>BP, il triangolo isoscele 
ABC è maggiore del non-isoscele ABM della medesima 
base , e dello slesso perimetro. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

Di tutti i poligoni isoperimetri > e d'un medesimo 
numero di lati quello, eh' è* un maximum ha i suoi lati 
eguali. 

Poiché sia ABCDEF il poligono maximum ; sé il Fi 5« f 73« 
lato BC non é uguale a CD, fate sulla base BD un 
triangolo isoscele BOD, che sia isoperimetro a BCD; 
il triangolo BOD sarà maggiore di BCD* , e per * *• 
conseguenza il poligono ABODEF sarà maggiore di 
ABCDEF; dunque quest'ultimo non sarebbe il ma- 
ximum fra tutti quelli , che hanno i'istcsso perime- 
tro , ed il medesimo numero di lati ; il che è con- 
tra la supposizione. Dunque si deve avere BC=CD: 
avremo per la medesima ragione CD=DE, DE= 
EF, ec. ; dunque tutti 1 lati del poligono maximum 
sono uguali tra loro. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA 

Di tutti i triangoli formati con due lati dati , fa* 
denti fra loro un angolo a piacimento , il maxi- 
mum è quello , in cui i due lati dati formano un an- 
golo retto. 
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Fig.174. Siano i due triangoli BAC, BAD che hanno il 
lato AB comune, ed 0 lato AC=AD; se l'angolo 
BAC è retto t dico che il triangolo BAC sarà maggiore 
del triangolo "BAD, nel quale V angolo A è acuto , od 
ottuso. 

Poiché, avendo la stessa base AB, i due triangoli 
BAC, BAD stanno come le altezze AC, DE; ma la 
perpendicolare DE è minor dell' obliqua AD , o della 
ma uguale AC ; dunque il triangolo BAD è minore 
di BAC 



PROPOSIZIONE IV. 



TEOREMA 



Ì tutti i poligoni formati con dei lati dati , ed un 
ultimo a piacimento ; il maximum dev' esser tale che 
tutti i suoi angoli siano iscritti in una semi-circonfe- 
renza , di cui il lato ùwognito sia il diametro. 
rtg.175. Sia ABCDEF il più grande dei poligoni formati coi 
lati dati AB, BC, CD, DE, EF, ed un ultimo AF a 
piacimento; tirate le diagonali AD, DF. Se l'angolo 
ADF non fosse retto, si potrebbe , conservando le parti 
ABCD,DEF tali quali esse sono , aumentare il triangolo 
ADF, e per conseguenza il poligono intero , rendendo 
T angolo ADF retto , conformemente alla Proposizione 
precedente : ma questo poligono non può essere aumen- 
tato di più, poiché si suppone giunto al suo maximum ; 
dunque V angolo ADF è già un angolo retto. Lo stesso 
è degli angoli ABF, ACF , AEF; dunque tutti gli 
angoli A, B, C, D, E, F del poligono maximum sono 
iscritti in una semi-circonferenza, di cui il lato in- 
determinato AF è il diametro. 

Scolio, Questa Proposizione dà luogo ad una questio- 
ne, cioè se vi siano più maniere di formare un poligono 
con dei lati dati , ed un ultimo incognito , che sarà il 
diametro della semi-circonferenza, nella quale gli 
altri lati sono iscritti. Avanti di decidere questa q ucstio- 
F, fi *7 ' ne bisogna osservare che, se una medesima corda AB 
sottende degli archi descritti con differenti raggi AC , 
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AD, l'angolo al centro appoggiato su questa corda 
sarà minore nel circolo, il di cui raggio è maggiore; 
così ACB<ADB. Infatti l'angolo AIK>=ACD ; CAD*; * *7> i« 
dunque ACD<ÀDO, e raddoppiando da una parie e 
dall'altra si avrà ÀCB«<ADB. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

Non vi è che una sola maniera di formare il poli- 
gono ABCDEF co/i dei lati dati , ed un ultimo inco- 
gnito , che sia il diametro della semi-circonferenza , 
nella quale sono iscritti gli altri lati. 

Poiché , supponiamo che si sia trovato un circolo ,Fig.i75. 
die soddisfaccia alla questione : se si prenda un circolo 
maggiore , le corde AB, BC, CD, ec. corrisponderanno 
ad angoli al centro minori. La somma di questi an- 
goli ai centro sarà dunque minore di due angoli tetti: 
cosi le estremità dei lati dati non termineranno più 
alle estremità d'un diametro. L'inconveniente con- 
trario avrà luago se si prenda un circolo minore: dun- 
que il poligono, di cui si tratta, non può essere iscrìtto 
se non che io uu sol circolo. 

Scolio. Si può cambiare *a piacimento l'ordine dei 
Iati AB, BC, CD, ec. , ed il diametro del circolo cir- 
coscritto sarà sempre lo stesso, come pure la super- 
ficie del poligono; poiché, qualunque sia l'ordine 
degli archi AB, BC, ec. , basta che la lor sómma fac- 
cia la semi-circonferenza, ed il poligono avrà sempre 
la medesima superfìcie , poiché sarà uguale al semi- 
circolo meno i segmenti AB, BC, ec, la somma de'quali 
è sempre la stessa. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

Di tutti i poligoni formati con dei lati dati il maxi- 
mum è quello , che si può iscrivere in un circolo. 

Sia ABCDEFG il poligono iscritto, e abedefg il Fig. 177. 
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non iscrittibile formato con dei lati uguali , talmente 
che si abbia kB=ab , BC=3c , ec. ; dico che il poli- 
gono iscritto è maggiore dell'altro. 

Tirate il diametro EM ; conducete AM , MB; sopra 
a£=4B fate il triangolo abm=*kBM, e tirate em. 

In virtù della Proposizione IV. il poligono EFGAM 
è maggiore di efgam , salvo che questo non possa 
essere parimente iscritto in una semi-circonferenza, 
di cui il lato em sarebbe il diametro; nel qual caso 
i due poligoni sarebbero uguali in virtù della Propo- 
sizione V. Per la medesima ragione il poligono EDCBM 
è maggiore di edebm , salvo la medesima eccezione , 
in cui vi sarebbe uguaglianza. Dunque il poligono 
intero EFGAMBCDE è maggiore di efgambede salvo 
che non siano interamente uguali; ma essi non lo 
sono, poiché l'uno è iscritto nel circolo, e l'altro è 
supposto non-iscrittibile; dunmie il poligono iscritto è 
il maggiore. Togliendo da ambedue le parli i triangoli 
uguali ATM,abm t resterà il poligono iscritto ABCDEFG 
maggiore del non-iscrittibile abedefg. 

Scolio. Si dimostrerà , come nella Proposizione V. 
che non può esservi che un solo circolo, e per conse- 
guenza che un sol poligono m^rowm, che soddisfaccia 
alla questione ; e questo poligono sarebbe ancora della 
medesima superficie in qualunque modo che si cangiasse 
l'ordine dei suoi lati. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

II poligono regolare è un maximum fra tutti i poli- 
soni isoperimetri , e d'un medesimo numero dilati. 

Poiché , per il Teorema II , il poligono maximum 
ha tutti i suoi lati uguali ; e , per il Teorema prece- 
dente, desso è iscrittibile nel circolo ; dunque questa 
poligono è regolare. 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

Due angoli al centro 9 misurati in due circoli dif- 
ferenti, stanno fra loro come gli archi compresi divisi 
pe'loro raggi. 

Cosi l'angolo C stà all'angolo O come il rapporto F'g-» 7& 
AB DE 

AC stk a ra PP° rt0 5o " 




< , si avrà primieramente C, ; U 
AB FG 

: ;AB : FG*, ovvero : :— : — Ma, a cagione degli * i 7 , a. 

archi simili FG, DE, si ha * FG I DE: !FO I DO; * n. 

dunque il rapporto-^ e uguale al rapporto^, e per 

AB . DE 
AC 



conseguenza si ha C \ O \ \ 77; ; 



PROPOSIZIONE IX. . 

TEOREMA 

Di due poligoni regolari isoperimetri quello , che ha 
più lati y è il maggiore. 

Sia DE il semi-lato d'un dei poligoni, O il suo cen-Fi «.179. 
tro , OE il suo apoièma ; sia AB il semi-lato dell'al- 
tro poligono , C il suo centro , CB il suo apotèraa. Si 
suppongono i centri O, e C situali ad una distanza qua- 
lunque OC, e gli apoièini OE, CB nella direzione OC; 
cosi DOE, e ACB saranno i semi-angoli al centro dei 
poligoni ; e siccome questi angoli non sono uguali , le 
rette CA , OD prolungate s' incontreranno in un punto 
F; da questo punto abbassate sopra OC la perpendi- 
colare FG; dai punti O, e C, come centri , descrivete 
gli archi Gì , GH terminati ai lati OF, CF. 
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Posto ciò, si avrà pel Leumia precedente O ! C* # 
Gì 9 GH 

OG * C(> 5 ma St ^ a * P erimetro del P r imo poligono 
come l'angolo O stà a quattro angoli retti ; ed AB stà al 
. perimetro del secondo come l'angolo C sia a quattro 
angoli retti ; dunque , poiché i perimetri dei poligoni 
sono uguali, DE I AB" IO ; C, ovvero DE ; AB;; 

OG * cg' 'Moltiplicando gli antecedenti per OG, ed i 

conseguenti perCG, si avrà allora DEXOG : ABXCG 
• :GI : GH; ma i triangoli simili ODE, OFG danno 
OE : OG: :DE : FG, donde resulta DE XOG=OEX 
FG; si avrà parimente ABxCG=CBxFG; dunque 
OEXFG : CBXFG; :GI : GH p ovvero OE : CB.* l&h 
GH. Se dunque farem vedere che Parco Gì è maggiore 
dell'arco GH, ne seguirà che Papotèma OE è maggiore 
di CB. 

Dall'altra parie di CF si faccia la Figura CILr intera- 
mente eguale alla Figura CGr , in modo che si abbia 
CR=CG, l'angolo HCK= HCG , e P arco Kx=jcG; 
la curva KjcG circonderà l'arco KHG, e sarà maggiore 

* g. di quest'arco*; dunque Gx metà della curva è mag- 

giore di GH metà dell'arco; dunque , a più forte ra- 
gione , Gì è maggior di GEL 

Resulta da ciò che Papotèma OE è maggiore di CB: 
ma i due poligoni , avendo il medesimo perimetro % 

* 7 . stanno fra loro come i respettivi apoièmi * ; dunque il 

poligono, che ha per semi-lato DE, è maggiore di 
quello, che ha per semi-lato AB; il primo ha più lati, 
poiché il suo angolo al centro è più piccolo; dunque di 
due poligoni regolari isoperimetri quello , che ha più 
lati , è il maggiore. 

PROPOSIZIONE X. , 

TEOREMA 

77 circolo è maggiore d'ogni poligono isoperimetro. 
Fig, 180. Si ò già provato che di tutti i poligoni isoperime- 
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tri , e d* un medesimo numero di lati, il poligono rego- 
lare è il più grande; laonde non si tratta adesso che 
di paragonare il circolo ad un poligono .regolare qua- 
lunque isoperimetro Sia AI il semi-lato di questo 
poligono, C il suo centro. Sia nel circolo isoperimelro 
l'angolo DOEs=ACI, e perciò l'arco DE uguale al semi- 
lato AI. Il poligono P stà al circolo C come il trian- 
golo AGI stà al settore ODE ; cosi avremo P ; C; : 
AIXCI DEXOE 

I : ICI : OE. Sia condotta al punto E 

2 2 

la tangente EG , che incontri OD prolungata in G; i 
triangoli simili ACI, GOE daranno la proporzione CI * 
OE: : AI, ovvero DE . GE ; dunque P : C; :DE ! GE. 
ocome DEX5OE, che è la misura del settore DOE, 
stà a GEXàOE, che è la misura del triangolo GOE: 
ora il settore è minor del triangolo; dunque P è minore 
di C; dunque il circolo è maggiore d'ogni poligono 
isoperimelro. 
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I PIANI E GLI ANGOLI SOLIDI 



DEFINIZIONI 

i. Una linea retta è perpendicolare ad un piano 
allorché (lessa è perpendicolare a tutte le rette , 
» ^ che passano pel suo piede nel piano *« Recipro- 
camente il piano è perpendicolare alla linea. 

Il piede della perpendicolare è il punto dove 
questa linea incontra il piano. 

u. Una linea è parallela ad un piano quando 
non può incontrarlo , a qualunque distanza am- 
bedue si prolunghino. Reciprocamente il piano 
è parallelo alla linea. 

in. Due piani sono paralleli fra loro quando 
non possono mai incontrarsi, a qualunque di- 
stanza si prolunghino l'uno e l'altro. 

* 3. iv. Si dimostrerà* che T intersezione comune 

di due piani, che s' incontrino ,* è una linea ret- 
ta: posto ciò, V angolo , o V inclinazione scam- 
bievole di due piani è la quantità più , o meno 
grande, per cui Swae* distanti Funo dall'altro; 

* 17> questa quantità si misura* dall'angolo , che fan- 

no fra loro le due perpendicolari condótte m 
ciascuno di questi piani ad un medesimo punto 
deir intersezione comune. 
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Quest'angolo può essere acuto, retto, od 
ottuso. 

v. Se è retto, i due piani sono perpendicolari 
fra loro. 

vi. Angolo solido è lo spazio angolare com- 
preso tra più piani , che si riuniscono in un 
medesimo punto. 

Così T angolo solido S è formato dalla riu- Flg,ld9, 
nione degli angoli piani ASB, BSC, CSD, 

DSA. 

Sono necessarj almeno tre angoli piani per 
formare un angolo solido. 

PROPOSIZIONE I. 

•* a 

TEOREMA 

Una linea reità non può essere in parte sopra 
un piano , ed in parte juori. 

Poiché, secondo la definizione del piano, 
subito che una linea retta ha due punti comuni 
con un piano, dessa è tutta intera in questo 
piano. 

Corollario. Per riconoscere se una superficie 
è piana, bisogna applicare una linea retta in 
differenti sensi su questa superficie, e vedere 
se dessa tocca la superficie in tutta la sua esten- 
sione. 

PROPOSIZIONE II, 

TEOREMA 

Due linee rette, che si tagliano , sono in un 
medesimo piano , e ne determinano la posizione. 
Siano AB, AC due linee rette, che si taglia- p» 6- 

m 
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no in A: si può concepire un piano dove si trovi 
la linea retta AB : se in seguito si fa girar questo 
piano intorno ad AB finché passi pel punto C , 
allora la linea AC , che *ha due dei suoi punti 
A, e C in questo piano , ci sarà tutta intera ; 
dunque la posizione di questo piano, è determi- 
nata dalla sola condizione dì contenere le due 
rette AB, AC. 

Corollario 1. Un triangolo ABC, o tre punti 
A , B , C non in linea retta , determinano la 
- posizione d'un piano. 
Fig.»8a. Corollario 11. Dunque anche due parallele 
AB, CD determinano la posizione d'un piano; 
perchè, se si conduce la secante EF, il piano 
delle due rette AE, EF sarà quello delle paral- 
lele AB , CD. 

PROPOSIZIONE III. > 

TEOREMA. 

Sq due piani si tagliano , la loro comune in~ 
tersesione sarà una linea retta. 

' Poiché , se trai punti comuni ai due piani se 
ne trovassero tre , che non fossero in linea ret- 
ta, i due piani , di cui si tratta, passando cia- 
scuno per questi tre punti , non farebbero che 
* ». un solo , e medesimo piano*; il che è contro 
la supposizione. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

Fig.i83. Se una linea retta AP è perpendicolare a due 
altre PB , PC , che s' incrociano al suo piede nel 
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piano MN, essa sarà perpendicolare ad una retta 
qualunque PQ condotta pel suo piede nel mede- 
simo pianole perciò sarà perpendicolare al piano 

MN. 

Per un punto Q, preso a piacere sopra PQ5 
tirate la retta BC nell'angolo BPC di maniera 
che.BQ=QC*5 tirate AB, AQ, AC. 

La base BC essendo divisa in due parti uguali 
nel punto Q, il triangolo BPC darà* * »4 

PC^PB=2PQ^2QC? 
Il triangolo BAC darà parimente 



AC-*AB=2AQ-f2QC. 

Togliendo la prima equazione dalla seconda , e 
osservando che i triangoli APG , APB , ambe- 

1 m a 1 

due rettangoli in P, danno AC — PG=AP, e 
AB— PB=ÀP^ si avrà 

apUapL=2Àq— 2Pq! 

Dunque, prendendo le metà da arabe le parti, 

si ha ÀìC=AQ- PQ , o AqLaP+PQ* dunque 

il triangok) APQ è rettangolo in F*; dunque AP * 13,3. 

è perpendicolare a PQ. • 

Seolio. Si vede da ciò che non solamente è 
possibile che una linea retta sia perpendicolare 
a tutte quelle, che passano pel suo piede in 
un piano , ma che questo accade tutte le volte 
che questa linea è perpendicolare a due rette 
condotte nel piano ; questo è ciò , che dimostra 
la legittimità della Definizione I. 

Corollario 1. La perpendicolare AP è più cor- 
ta di un' obliqua qualunque AQ , essa duuque 
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misura la vera distanza dal punto A al piano 
PQ. 

Corollario II. Da un punto P dato sopra un 
piano non si può alzare che una sola perpendi - 
colare a questo piano 5 perchè , se si potessero 
alzare due perpendicolari dal medesimo punto P, 
conducete per queste due perpendicolari un pia- 
no, la cui intersezione col piano MN sia PQ ; 
allora le due perpendicolari , di cui si tratta , 
sarebbero perpendicolari alla linea PQ nel me*- 
desimo punto , e nel medesimo piano , il che è 
impossibile. 

E parimente impossibile d'abbassare da un 
punto dato fuori d'un piano due perpendicolari 
a questo piano : poiché siano AP , AQ queste 
due perpendicolari ; allora ii triangolo APQ 
avrebbe due angoli retti APQ, AQPj'il che è 
impossibile. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

Le oblique ugualmente lontane dalla perpen- 
dicolare sono uguali ; e di due oblique* disugual- 
mente lontane dalla perpendicolare , quella che 
se ne allontana di più , è la maggiore. 
184. Poiché essendo retti gli angoli APB, A PC , 
APD,se si suppongono le distanze TB, PC, 
PD uguali fra loro, i triangoli APB, APC, APD 
avranno* un angolo uguale compreso fra lati 
uguali; dunque saranno uguali ; dunque le ipo- 
tenuse , o le oblique AB , AC , AD saranno 
uguali fra loro. Parimente , se la distanza PE è 
maggiore di PD, o della sua uguale PB , è chiaro 
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che l'obliqua AE sarà maggiore ili AB, o della 
sua uguale AD. 

Corollario. Tutte le oblique uguali AB , AC , 
AD , ec. terminano alla circonferenza BCD de- 
scritta dal piede P della perpendicolare come 
centro ; dunque , essendo dato un punto A fuori 
d* un piano , se si vuol trovare su questo piano 
il punto P ove cadrebbe la perpendicolare ab- 
bassata da A , bisogna segnare su questo piano 
tre punti B, C, D ugualmente lontani dal punto * 
A, e cercare in seguito il centro del circolo , 
che passa per questi punti : questo centro sarà 
il punto cercato P. 

Scolio. L'angolo ABP è ciò, che si chiama 
inclinazione dell' obliqua AB sul piano MN j si 
vede che questa inclinazione è uguale per tutte 
le oblique AB, AC, AD, ec. , che si allontanano 
ugualmente dalla perpendicolare , perchè tutti 
gli angoli ABP, ACP, ADP, ec. sono uguali fra 
loro. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

Sia AP una perpendicolare al piano MN, *Fig.i85. 
BC una linea situata in questo piapo ; se dal 
piede P delia perpendicolare si abbassi PD per- 
pendicolare sopra BC , e che si tiri AD , dico 
chv AD sarà perpendicolare a BC. 

Prendete DB=DC , e tirate PB, PC, AB, AC: 
poiché DB=DC, V obliqua PB=PC ; e per 
rapporto alla perpendicolare AP, poiché PB= 
PC, l'obliqua AB=AC*; dunque la linea AD * 5. 
ha due dei suoi punti A, e D ugualmente di- 
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stanti dalle estremità B, e C; dunque AD è 
perpendicolare sul mezzo di BC. 

Corollario. Si vede nel medesimo tenvpo cJje 
BC è perpendicolare al piano APD^ poiché BC 
é perpendicolare ad un tempo alle due rette 
AD , PD. 

Scolio. Le due linee AE , BC offron Y esem- 
pio di due linee rette, che non s' incontrano 

r:hè non sono situate in un medesimo piano, 
più corta distanza di queste linee è la retta 
PD , che è ad un tempo stesso perpendicolare 
alla linea AP , e alla linea BC. La distanza PD 
è la più corta fra queste due linee; poiché, se 
si congiungono due altri punti, come AeB, 
avremo AB> AD, AD>PD ; dunque, a più forte 
ragione , AB>PD. 

Le due linee A E , CB, benché non situate in 
un medesimo piano , sono considerate come fa- 
cienti tra loro un angolo retto, perchè AE, yia 
parallela condotta per un dei suoi punti alla linea 
BC farebbero tra loro un angolo retto. Parimente 
la linea AB , e la linea PD , che rappresentano 
due rette qualunque non situate nel medesimo 
piano, sono considerate come facienti tra loro il 
medesimo angolo , che farebbe con AB la pa- 
rallela a PD condotta per uno dei punti di AB. 

PROPOSIZIONE VU. 

% 

TEOREMA 

86. Se la linea AP è perpendicolare al piano MN, 
ogni' linea DE parallela ad AP sarà perpendico- 
lare al medesimo piano. 

Per le parallele AP, DE conducete un pia- 
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no , la di cui intersezione col piano MN sarà 
PD ; nel piano MN conducete BC perpendico- 
lare a PD , e tirate» AD. 

Secondo il Corollario del Teorema prece~ 
dente, BC è perpendicolare al piano APDE : 
dunque l'angolo BDE è rejto: ma V angolo EDP 
è pure retto, poiché AP è perpendicolare a 
PD, e DE è parallela ad AP; dunque la linea 
DE è perpendicolare alle due rette DP , DB ; 
essa dunque è perpendicolare al loro piano MN. 

Corollario ./. Reciprocamente , se le rette AP; 
DE son perpendicolari al medesimo piano MN, 
esse saranno parallele ; poiché , se non lo fosse- 
ro , conducete pel punto D una parallela ad AP, 
questa parallela sarà perpendicolare al piano 
MN ; dunque si potrebbe da un medesimo pun- 
to D alzare due perpendicolari a un medesima 
piano; il che è impossibile*. * 4« 

Corollario 7J. Due linee A , e B parallele ad 
una teYza C son parallele fra loro ; poiché im- 
maginate un piano perpendicolare alla linea C; 
le linee A, e B parallele a questa perpendicolare 
saranno perpendicolari al medesimo piano; 
dunque, pel Corollario precedente , esse saranno 
parallele fra loro. 

Si suppone che le tre linee non siano in un 
medesimo piano, senza di che la Proposizione 
sarebbe già conosciuta *. * »5. i. 

PROPOSIZIONE Vili. 

■ 

TEOREMA 

5* la linea AB è parallela a una retta CD Figa87« 
condona nel piano MN , essa sarà parallela a 
questo piano. 

Elem. di Geom, i4 
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Poiché , se la linea AB , che è nel piano 
ABCD , incontrasse il piano MN , ciò non po- 
trebbe essere che in qualche p'»nto della linea 
CD, intersezione comune dei due piani : ora AB 
non può incontrare CD, poiché le è parallela; 
essa dunque non incentrerà neppure il piano 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

Fig.188. ^)ue piani MN, PQ perpendicolari a una 
medesima retta AB son paralleli jra loro* 

Poiché , se s' incontrassero in qualche luogo , 
sia O uno dei loro punti comuni ; tirate OA , 
OB; la linea AB perpendicolare al piano MN 
è perpendicolare alla retta OA condotta pel suo 
piede in questo piano ; per la medesima ragione 
AB é perpendicolare a BO ; dunque OA , e OB 
farebbero due perpendicolari abbassate dal me- 
desimo punto O sulla medesima linea retta; il 
che è impossibile: dunque i piani MN, PQ 
non possono incontrarsi*; dunque son paralleli. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

• 

Fig.i89. te intersezioni EF, GH di due piani paral- 
leli MN,PQ con un terzo piano FG son parallele. 

Poiché, se le linee EF, GH situate in uno 
stesso piano non sono parallele, essendo prolun- 
gate s* incontreranno; dunque i piani MN, PQ, 
ne' quali esse sono, s' incontrerebbero pure; 
dunque non sarebbero paralleli. 
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« 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

La linea AB perpendicolare al piano MNèFig.188. 
perpendicolare ai piano PQ parallelo a MN. 

Avendo tirata a piacere la linea BC nel piano 
PQ, per AB, e BC conducete un piano ABC, 
la cui intersezione col piano MN sia AD; V in- 
tersezione AD sarà parallela a BC 4 ; ma la linea * io. 
AB perpendicolare al piano MN è perpendico- 
lare alla retta AD; essa dunque sarà perpendi- 
colare anche alla sua parallela BC ; e poiché la 
linea AB è perpendicolare ad ogni retta BC con- 
dotta pel suo piede nel piano PQ , ne segue che 
essa è perpendicolare al piano PQ. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Le parallele EG, FH comprese Jra due piani Fig. 189. 
paralleli MN, PQ, sono uguali. 

Per le parallele EG, FH fate passare il pia- * 
no EGHF,che incontrerà i piani paralleli se- 
guendo EF, e GH. Le intersezioni EF, GH 
son parallele tra loro *, come pure EG , FH ; * io- 
dunque la Figura EGHF è un parallelogrammo j 
dunque EG=FH. 

Corollario. Segue da ciò , che due piani pa- 
ralleli sono da per tutto ad ugual distanza ; poi- 
ché , se EG , e FH sono perpendicolari ai due 
pkni MN , PQ , desse saranno parallele fra lo- 
ro * ; esse dunque sono uguali, * 7. 
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' PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA 

Fig.190. Se due angoli CAE, DBF non situali nello 
slesso piano hanno i loro lati paralleli , e diretti 
in uri medesimo senso 9 questi angoli saranno 
uguali , e i loro piani saranno paralleli. 

Prendete AC=BD , AE=BF, e tirate CE, 
DF, AB, CD, EF. Poiché AC è uguale, e pa- 
rallela a BD, la Figura ABDC è un parallelo- 

*3i, 1. grammo*: dunque CD è uguale, e parallela ad 
AB. Per una simil ragione EF è uguale , e pa- 
rallela ad AB; dunque ancora CD è uguale, e 
parallela ad EF : la Figura CEFD è dunque un 
parallelogrammo , e così il lato CE è uguale , % e 
parallelo a DF : dunque i triangoli CAE , DBF 
sono equilateri fra di loro; dunque V angolo 
CAE=DBF. 

In secondo luogo dico , che il piano ACE è 
parallelo al piano BDF: poiché supponiamo 
che il piano parallelo a BDF condotto pel punto 
A incontri le linee CD, ÉF, in punti diversi da 
C, ed E, per esempio , in G, e II ; allora , se- 
condo la Proposizione XII , le tre linee AB , 
GD , FU saranno uguali : ma le tre AB , CD , 
EF lo sono già; dunque si avrebbe CDj=GD, 
e FH=EF; il che è assurdo; dunque il piano 
ACE é parallelo a BDF. 

Corollario. Se due piani paralleli MN, PQ 
sono incontrati da due altri piani CABD, EABF, 
gli angoli CAE , DBF , formati dalle intersezioni 
dei piani paralleli , saranno uguali ; perchè V in- 
* |0 tersezione AC è parallela a BD*, AE lo è a BFj 
dunque V angolo CAE=DBF. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

' Se tre rette AB, CD, EF, non situate nei me-Fig.190, 
desimo piano , sono eguali , e parallele , i trian- 
goli ACE , BDF , che si formano da una parie e 
dall'altra congiungendo l'estremità di queste ret~ 
te, saranno uguali, e i loro piani saranno paralleli. 

Poiché, siccome AB è uguale, e parallela a 
CD , la Figura ABDC è un parallelogrammo ; 
dunque il lato AC è uguale , e parallelo a BD. 
Per una simil ragione i lati AE , BF sono eguali , 
e paralleli , come pure CE, DF ; dunque i due 
triangoli ACE , BDF sono eguali : si proverà 
ancora, come nella Proposizione precedente, 
che i loro piani son paralleli. 

PROPOSIZIONE XV. 

• ♦ 

TEOREMA 

Due rette comprese tra tre piani paralleli sono 
tagliate in parti proporzionati. 

Supponiamo che la linea AB incontri i pianiFig. 191. ■ 
paralleli MN,PQ, RS in A, E, B, e che la 
linea CD incontri i medesimi piani in C, F, 
D5 dico che si avrà AE : EB; :CF : FD. . 

Tirate AD , che incontri il piano PQ in G, 
e, conducete AC, EG , GF , BD : le intersezioni 
EG , BD dei piani paralleli PQ , RS col piano 
ABDsono parallele*; dunque AE : EB: ! AG : * 10. 
GD; parimente, essendo parallele le intersezioni 
AC, GF, si ha AG : GD: :CF : FD; dunque, 
a cagione del rapporto comune AG : GD , si 
avrà AE : EB^CF : FD. 
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rnorosizioNE xvi. 

TEOREMA 

Fig.io>. §i a ABCD un quadrilatero Qualunque situato , a 
non situato in un medesimo piano; se si tagliano i lati 
opposti proporzionalmente con due rette EF , GH in 
modo che si abbia AE : EB: IDF \ FC , e BG \ GQ\ \ 
AH l HD , dico che le rette EF, GH si toglieranno in 
un punto M di maniera che si avrà HM l MG; *AE l 
EB , ed EM . MF: :AH : HD. 

Conducete per AD un piano qualunque A^HcD, che 
non passi per GH ; pei punti E, B, C, F conducete a 
GH le parallele Ee, Bb, Ce, ¥f 9 che incontrino questo 
piano in t , b> c,J. A motivo delle parallele Bb , GH » 

* i5, 3. Cc* 9 avremo: bU l Bel :BG : GC: : AH ; HD; dunque i 

* ao, 3. triangoli ÀH£ , DHc sono simili *. Si avrà di più Ae " 

eb\ : AE l EB , e Djf \fc\ :DF : FC ; dunque Ae : eb\ \ 
Bf lfc, ovvero, componendo, Ae ; Bfl lAà l De. Ma , a 
/ motivo dei triangoli simili ABJf , DHc , si ha Kb [ De 
I :AH : HD ; dunque Ae l Bfl : AH : HD ; d'altronde i 
triangoli AH&, cHD essendo simili, l'angolo HAe=HI>f; 
» ao, 3. dunque i triangoli AHe , DH/*soao simili * ; dunque 
T angolo AHe=DH/! fife segue in primo luogo che eUf 
è una linea retta , e che perciò le tre parallele Ee, GH, 
Vf sono situate in un medesimo piano , il quale conterrà 
le due rette EF , GH ; dunque queste debbono tagliarsi 
in un punto M. Dipoi , a cagione delle parallele Ee , 
MH , F/, si avrà EM : MF; IeH : Ufi ! AH I HD. 

Con una eostruzione simile, riportata al lato AB, si 
dimostrerebbe che HM : MG; IÀE ; EB. 

PROPOSIZIONE XVII. 

< 

TEOREMA 

Fig 193. L'angolo compreso fra 1 due piani MAN,MAP 
può esser misuralo , conforme alla Definizione , 
dall' angolo NAP, che fanno fra loro le due per 
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J 

pendicolari AN, AP condotte in ciascuno di que- 
sti piani all' intersezione comune AM. 

Per dimostrare la legittimità di questa misu- 
ra, bisogna provare i.°ch'essaè costante, ossia 
che sarebbe la medesima in qualunque punto 
dell'intersezione comune si conducessero le due 
perpendicolari. 

Infatti , se si prende un altro punto M, e si 
conducono MG nel piano MN, e MB nel piano 
MP, perpendicolari all'i ntersezionè comune AM; 
poiché MB , ed AP sono perpendicolari a una 
medesima linea AM, esse son parallele fra loro. 
Per la medesima ragione MC è parallela ad AN: 
dunque l'angolo BMC=PAN*; dunque é in- • » 3 - 
differente il condurre le perpendicolari dal 
punto M, o dal punto A; l'angolo compreso 
sarà sempre lo stesso. 

2.° Bisogna provare, che se 1* angolo dei due 
piani aumenta, o diminuisce in un certo rap- 
porto, l'angolo PAJf aumenterà, o diminuirà 
nel rapporto medesimo. 

Nel piano PAN descrivete col centro A, e con 
un raggio a piacere 1' arco NDP 5 col centro M, 
e con un raggio uguale descrivete l'arco CEB; 
tirate AD a piacimento : i due piani PAN,BMC, 
essendo pei pendicolari ad una medesima retta 
MA , saran paralleli * ; dunque le intersezioni * 9» 
AD, ME di questi due piani con un terzo 
AMD, saranno parallele; dunque l'angolo BME 
sarà eguale a PAD*. » i3. 

Chiamiamo , per un momento , canto l'angolo 
formato eia' due piani PM, MN : posto ciò , se 
l'angolo DAP fosse uguale a DAN, è chiaro che 
il canto DAMP sarebbe uguale al canto DAMN ; 
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perchè la base FAD si situerebbe esattamente 
sulla sua uguale DAN, 1' altezza AM sarebbe 
sempre la stessa: dunque i due canti coincide- 
rebbero Funo coli' altro. Si vede del pari che 
se T angolo DAP fosse contenuto un certo nu- 
mero preciso di volte nell'angolo PAN, il canto 
DAMP sarebbe contenuto altrettante volte nel 
canto PAMN. D'altronde dal rapporto in nu- 
. meri interi a un rapporto qualunque la conclu- 
sione è legittima, ed è stata dimostrata tale in 
* 17, a. una circostanza interamente simile *; dunque, 
qualunquesiasi il rapporto dell' angolo DAP al- 
l' angolo PAN, il canto DAMP sarà in questo 
medesimo rapporto col canto PAMN; dunque 
F angolo NAP può esser preso per la misura del 
canto PAMN , o dell' angolo , che fanno fra loro 
i due piani MAP, MAN. 

Seolio. Succede lo stesso circa agli angoli for- 
mati da due piani di quel che succede degli an- 
goli formati da due rette. .Cosi, allorché due ' 
piani si traversano scambievolmente, gli angoli 
opposti al vertice sono uguali , e gli angoli 
adiacenti equivalgono iusieme a due angoli retti; 
dunque , se un piano è perpendicolare ad un 
altro, quest'ultimo è perpendicolare al primo. 
Parimente nell'incontro dei piani paralleli con 
un terzo piano , si hanno le medesime ugua- 
glianze, e le medesime proprietà che nell'in-, 
coutro di due linee parallele con una terza 
linea. 
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PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Essendo la linea AP perpendicolare al pianori ^ • 
MN , ogni piano APB condotto per AP sarà per* 
pendicolare al piano medesimo MN. 

Sia BC T intersezione dei piani AB , MN ; se 
nel piano MN si conduce DE perpendicolare a 
BP, la linea AP , essendo perpendicolare al 
piano MN, sarà perpendicolare a ciascuna delle 
due rette BC > DE: ma V angolo APD, formato 
dalle due perpendicolari PA, PD all' intersezione 
comune BP, misura l'angolo dei due piani AB, 
MN; dunque, poiché quest'angolo è retto, i 
due piani son perpendicolari fra loro*. » Def.5. 

Scolio» Quando tre linee , come AP , BP, DP, 
sono perpendicolari fra loro, ciascuna di queste 
linee è perpendicolare al piano delle altre due, 
c i tre piani son perpendicolari fra loro. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

Se il piano AB è perpendicolare al pianoMN^fr *9'i' 
e che si conduca nel piano AB la linea PA per- 
pendicolare all' intersezione comune PB, dico che 
PA sarà perpendicolare al piano MN. 

Poiché, se nel piano MN si conduca PD 
perpendicolare aPB, l'angolo APD sarà retto, 
giacché i piani son perpendicolari fra loro : dun- 
que la linea AP è perpendicolare alle due rette 
PB, PD 5 dunque è perpendicolare al loro piano 
MN. 

Elem. di Geom. iS 
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Corollario. Se il piano AB è perpendicolare 
al piano MN, e che per un punto P dell' interse- 
zione comune si alzi una perpendicolare al pia- 
no MN , dico che questa perpendicolare sarà nel 
piano AB ; poiché , se non vi fosse , si potreb- 
be condurre nel piano AB air intersezione co- 
mune BP una perpendicolare AP, la quale sa- 
rebbe nel medesimo tempo perpendicolare al 
piano MN$ dunque nel medesimo punto P vi 
sarebbero due perpendicolari al piano MN 5 il 
* A. che è impossibile *• 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA 

Fig.194, Se due piani AB , AD son perpendicolari ad 
un terzo MN , la loro intercezione comune AP 
sarà perpendicolare a questo terzo piano. 

Poiché , se pel punto P si alza una perpen- 
dicolare al piano MN, questa perpendicolare dee 
trovarsi ad un tempo nel piano AB , e nel piano 

*ColiqAD* ; essa dunque è la loro comune interse- 
zione AP, 

PROPOSIZIONE XXL 

TEOREMA 

Fi g. 195, Se un an § o!o soli(ìo è formato da tre angoli 
piani , la somma di due qualunque di questi 
angoli sarà maggiore del terzo. 

Non V*è bisogno di dimostrar la Proposi- 
zione se non quando l'angolo piano, che si 
jparagona colla somma degli altri due, è mag- 
giore di ciascuno di questi ultimi. Sia dunque 
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l'angolo solido S formato da tre angoli piani 
ASB, ASC, BSC , e supponiamo che l'angolo 
ASB sia il più grande dei tre ; dico che avremo 
ASB<ASC-vBSC. 

Nel piano ASB fate l'angolo BSD=BSC-, 
tirate a piacere la retta ADB3 ed avendo preso 
SC=SD , tirate AC, BC. 

I due lati BS , SD sono uguali ai due BS , 
SC, l'angolo BSD=BSC; dunque i due trian- 
goli BSD, BSC sono uguali 3 dunque BD=BC. 
Ma si ha AB«<AC-hBC 3 togliendo da una parte 
BD e dall'altra la sua eguale. BC, resterà AD< 
AC. I due lati AS , SD sono uguali ai due AS, 
SC 3 il terzo AD è minore del terzo AC ; dunque* * W) », 
r angolo ASD<ASC. Aggiungendo BSDsBSC, 
si avrà ASD-t-BSD,o ASB<ASCh-BSC. 

PROPOSIZIONE XXII, 

TEOREMA 

La somma degli angoli piani, che formano Fig.196. 
un angolo solido , è sempre minore di quattro 
angoli retti. 

Tagliate l'angolo solido S con un piano qua- 
lunque ABCDE; da un punto O preso in questo 
piano conducete a tutti gli angoli le linee rette 
OA, OB, OC, OD, OE. 

La somma degli angoli de' triangoli ASB , 
BSC, ec, formati intorno al vertice S, equivale 
alla somma degli angoli dell' egual numero di 
triangoli AOB , BOC , ec, formati intorno al 
vertice O. Ma nel punto B gli angoli ABO, OBC 
presi insieme fanno l' angolo ABC minore della 
somma degli angoli ABS, SBC* 3 parimente nei * ai. 
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punto C si ha BCO-*-OCD<BCS-f SCD; e cosi 
rispetto a tutti gli angoli del poligono ABCDE. 
Segue da ciò che nei triangoli , il cai vertice è in 
O, la somma degli angoli alla hase è minore della 
somma degli angoli alla base nei triangoli, il 
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somma degli angoli formati intorno al punto O 
è maggiore ('ella somma degli angoli intorno al 
ponto S. Ma la somma degli angoli intorno al 
» 5 i. punto O è uguale a quattro angoli retti * j dun- 
que la somma degli angoli piani , che formano 
l'angolo solido S, è minore di quattro angoli 
retti. 

Scolio. Questa dimostrazione suppone che 
l'angolo solido sia convesso, ovvero che il pia- 
no d' una faccia prolungato non possa mai ta- 
gliare l'angolo solido: se fosse altrimenti, la 
somma degli angoli piani non avrebbe più limi- 
ti , e potrebb' essere $ una grandezza qualun- 
que, 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

Se due angoli solidi sono composti di tre an- 
goli piani respett imamente uguali , i piani, nei 
quali sono gli angoli uguali, saranno ugualmente 
inclinati jra loro, 
Fig.197. Sia l'angolo ASC=DTF, l'angolo ASB= 
DTE, e r angolo BSC=ETF; dico che i due 
piani ASC, ASB avranno fra loro una inclina- 
li on eguale a quella dei due piani DTF, DTE. 

Avendo preso SB a piacere , conducete BO 
perpendicolare al piano ASC 5 dal ponto O, dove 
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questa perpendicolare incontra il piano , condu- 
cete OA , OC perpendicolari sopra SA , SC ; 
tirate AB, BC; prendete dipoi TE=SB; con- 
ducete EP perpendicolare sul piano DTF; dal 
punto P conducete PD, PF perpendicolari sopra 
TD, TF ; iufine tirate DE , EF. 

Il triangolo SAB è rettangolo in A, ed il trian- 
golo TDE in D* ; e poiché l' angolo ASB= * 6. 
DTE , si ha pure SBA=TED. D* altronde SB= 
TE ; dunque il triangolo SAB è uguale al trian- 
golo TDE*; dunque SA=TD, e AB=DE. Si * •. 
dimostrerà similmente che SC=TF, e BC=EF. 
Posto ciò, il quadrilatero SAOC è uguale al 
quadrilatero TDPF; poiché, ponendo l'angolo 
ASC sul suo uguale DTF , a cagione di SA= 
TD , e di SC=TF , il punto A cadrà in D, ed il 
punto C in F. Nel medesimo tempo AO per- 
pendicolare a SA cadrà sopra DP perpendico- 
lare a TD , e parimente OC sopra PF ; dunque 
il punto O cadrà sul punto P, e si avrà AO= 
DP. Ma i triangoli AOB, DPE son rettangoli in 
O , e P, l'ipotenusa AB=DE , e il lato AO= 
DP , dunque questi triangoli son uguali*; dun- » 18,1. 
que V angolo OAB=PDE. L'angolo OAB è l'in- 
clinazione dei due piani ASB , ASC ; l' angolo 
PDE è quella dei due piani DTE, DTF; dun- 
que queste due inclinazioni sono uguali fraMoro. 

Bisogna osservare frattanto che V angolo A del 
triangolo rettangolo OAB non è propriamente 
l'inclinazione dei due piani ASB, ASC se non che 
quando la perpendicolare BO cade pei 4 rapporto 
a SA dalla medesima parte di SC ; se cadesse 
dall'altra parte, allora l'angolo dei due piani 
sarehbe ottuso , ed unito all' angolo A del trian- 
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golo OAB farebbe due angoli retti. Ma, nel 
medesimo caso , l'angolo dei due piani TDE, 
TDF sarebbe parimente ottuso, ed unito all'an- 
golo D del triangolo PDE farebbe due angoli 
retti ; dunque, siccome l'angolo A sarebbe sem- 
pre uguale a D, si conchiuderebbe parimente 
che l'inclinazione dei due piani ASB, ASC è 
uguale a quella dei due piani TDE, TDF. 

Scolio. Se due angoli solidi son composti di 
tre angoli piani respettivamente uguali , e se al 
tempo stesso gli angoli uguali od omologhi sono 
disposti della stessa maniera nei due angoli soli- 
di , allora questi angoli solidi saranno uguali , e 
posti Y uno sull'altro coincideranno. Infatti si 
è già veduto che il quadrilatero SAOC può es- 
sere situato sul suo uguale TDFF ; così situando 
SA sopra TD , SC cade sopra TF, e il punto O 
sul punto P. Ma, a cagione dell'uguaglianza dei 
triangoli AOB, DPE , la OB perpendicolare al 
piano ASC è uguale a PE perpendicolare al 
piano TDF ; di più queste perpendicolari sono 
dirette nel medesimo senso ; dunque il punto B 
cadrà sul punto E , la linea retta SB sopra TE, 
ed i due angoli solidi coincideranno interamente 
l'uno coli' altro. 

Questa coincidenza però non ha luogo se non 
che supponendo che gli angoli piani uguali sono 
disposti della maniera medesima nei due angoli 
solidi 5 poiché, se gli angoli piani uguali fossero 
disposti in un ordine inverso, o, il che torna lo 
stesso , se le perpendicolari OB , PE , in vece 
d'esser dirette nel medesimo senso per rapporto 
ai piani ASC , DTF, fossero dirette in sensi con- 
trari , allora sarebbe impossibile di far coinci- 
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dere i due angoli solidi Funo col? altro. Non 
sarebbe però meno vero, conforme al Teore- 
ma, che i piani , nei quali sono gli angoli uguali, 
fossero ugualmente inclinati fra loro; talmente 
che i due angoli solidi sarebbero uguali in tutte 
le loro parti costituenti, senza però poter essere 
soprapposti. Questa specie d'uguaglianza, che 
non è assoluta , o di soprapposizione , merita 
d* esser distinta con una denominazione partico- 
lare : noi la chiameremo uguaglianza per sitn* 
metri a. 

Cosi i due angoli solidi, di coi si fratfa»i otìali 
spn formati da tre angoli piani respettivamenfe 
uguali, ina disposti in un ordine inverso, si chia* 
meranno angoli eguali per simmetria , o seniplf* 
cernente angoli simmetrici. 

La medesima osservazione s'applica agli angoli 
solidi formati da più di tre angoli piani : così 
un angolo solido formato dagli angoli piani A , 
B, C, D, E, ed un akró angolo solido formata 
dai medesimi angoli in un ordine inverso A , 
E, D, C, B posson essere tali che i piani , nei 
quali sono gli angoli uguali , siano ugualmente 
inclinati fra loro. Questi due angoli solidi , che 
sarebbero uguali senza che fosse possibile la loro 
soprapposizioue , si chiameranno angoli solidi 
ugnali per simr&etrin , o angoli solidi simmetrici. 

Nelle Figure piane propriamente non vi è 
eguaglianza per simmetria , e tutte quelle, che 
si volessero chiamar cosi , sarebbero eguaglianze 
assolute , o di soprapposizione : la ragione è 
questa, che si può rovesciare una Figura piana*, 
e prendere i n di fferen temente il di sopra pel di 
sotto* Accade diversamente nei- solidi , ove la 
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terza dimensione può esser presa in due sensi 
diversi. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

PROBLEMA 

Essendo (iati i tre angoli piani, vite formano 
un angolo solido , trovare con una costruitone 
piana V angolo , che due di auesti piani fanno 
fra loro. 

Figig8. Sia S T angolo solido proposto, nel qual si 
conoscano i tre angoli piani ASB, ASC, BSC; 
si cerca l'angolo , che fanno fra loro due di que- 
sti piani, per esempio, i piani ASB, ASC. 

Immaginiamo che si sia fatta la stessa costru- 
zione come nel Teorema precedente; l'angolo 
OAB sarebbe l'angolo richiesto. $i tratta dunque 
di trovare il medesim* angolo con uua costru- 
zione piana , o fatta sopra un piano. 

A tal oggetto fate sopra un piano gli angoli 
BSA, ASC, B"SC uguali agli angoli BSA, ASC, 
BSC della Figura solida; prendete B'S, e B"S 
uguali ciascuna a BS della Figura solida ; dai 
punti B', e IV abbassate B'A, e B''C perpendi- 
colari sopra SA, e SC, che s } incontreranno in un 
punto O. Dal punto A, come centro , e col rag- 
gio AB descrivete la semi-circonferenza B'6E; 
dal punto O alzate sopra B'E la perpendicolare 
U/>, che incontri la circonferenza in 6; tirate 
A'> ; e l'angolo EA/> sarà l'itici inazione cercata 
dei due piani ASC , ASB nell'angolo solido. 

Tutto riducesi a far vedere, che il triangolo 
kOh della Figura piana è uguale al tring<>lo AOB 
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della Figura solida. Ora i due triangoli B'SA , 
BSA son rettangoli in A, gli angoli in S dono 
uguali; dunque gli angoli in B, e B son pari- 
mente uguali. Ma l'ipotenusa SB' è uguale al- 
l'ipotenusa SB; dunque questi triangoli sono 
uguali : dunque SA della Figura piana è uguale 
a SA della Figura solida, ed anche A IV, o la 
sua uguale Ab nella Figura piana è uguale ad 
AB nella Figura solida. Si dimostrerà parimente 
che SC è uguale dalle due parti 3 d'onde ne 
segue che il quadrilatero SAOC è uguale in 
ambedue le Figure , e che così AO della Figura 
piana è uguale ad AO della Figura solida ; dun- 
que nell'una, e nell'altra i triangoli rettangoli 
AOb y AOB hanno l'ipotenusa uguale, ed un lato 
uguale ; dunque sono uguali , e Y angolo EAh tro- 
vato colla costruzione piana è uguale all'in- 
clinazione dei due piani SAB, SAC dell'an- 
golo solido. 

Quando il punto O cade fra A, e B' nella 
Figura piana, l'angolo EAb diventa ottuso, e 
misura sempre la vera inclinazione dei piani ; 
perciò si è indicata con EAh y e non con OAb 
l'inclinazione richiesta, affinchè la medesima 
soluzione convenga a tutti i casi senza eccezione. 

Scotio. Si può domandare se , prendendo 
tre angoli piani a piacere , si potrà formare con 
questi tre angoli piani un angolo solido. 

Primieramente bisogna che la somma dei tre 
angoli dati sia minore di quattro angoli retti, 
senza di che l'angolo solido non può esser for- 
mato * : bisogna di più che dopo aver preso due * aa * 
degli angoli a piacimento B'SA, ASC, il terzo 
CSB" sia tale che la perpendicolare B"C al lato 
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SC incontri il diametro B E fra le sue estre- 
mità B', ed E. Così i limiti della grandezza 
dell'angolo CSB'' sono quelli, che fanno passa- 
re la perpendicolare B"C pei punti B', ed E. 
Da questi jmnti abbassate sopra SC le perpen- 
dicolari B I , EK , che incontrino in I , e K la 
circonferenza descritta col raggio SB"; ed i 
limiti dell'angolo CSB" saranno CSI, e CSK . 
• Ma nel triangolo isoscele B'SI la linea CS 
prolungata essendo perpendicolare alla base B'I r 
si ha l'angolo CSI =r CSB'=ASC -+ASB'. E nel 
triangolo isoscele ESK, essendo la linea SC 
perpendicolare ad EK , si ha l'angolo CSK= 
CSE, D'altronde, a cagione dei triangoli usuali- 
ASE, ASB , l'angolo A SE= ASB' : dunque CSE, 
o CSK=ASC — ASB'. 

Risulta da ciò che il problema sarà possibile 
ogni volta che il terzo angolo CSB" sarà minore 
della somma degli altri due ASC, ASB', e mag- 
giore della loro differenza 5 condizione , che si 
accorda col Teorema xxi 5 poiché , in virtù di 
esso Teorema , bisogna che si abbia CSB"< 
ASC-+ASB'; bisogna pure che si abbia ASG< 

CSBVASB', o CSB">ASC-ASB'. 

PROPOSIZIONE XXV, 

PROBLEMA 

Essendo dati due dei tre angoli piani , che 
formano un angolo solido, coli' angolo , clte i 
loro piani fanno tra loro, trovare il terso angolo 
piano. 

Fig 19*. Siano ASC , ASB' i due angoli piani dati , e 
supponiamo , per un momento , che CSB" sia il 
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terzo angolo, che si cerca; allora, facendo la 
medesima costruzione che nel Problema prece- 
dente, l'angolo compreso tra' piani dei due pri- 
mi sarebbe EAZ>. Ora nello stesso modo che si 
determina Y angolo EA& col mezzo di CSB" 
essendo dati gli altri due , cosi si può determi- 
nare CSB" col mezzo di EA/>$ il che risolverà 
il Problema proposto. 

Avendo preso SB a piacere, abbassate sopra 
SA la perpendicolare indefinita B'E; fate l'an- 
golo EA/> uguale all'angolo dei due piani dati; 
dal punto ove il lato Ab incontra la circonfe- 
renza descritta col centro A , e col raggio AB', 
abbassate sopra AE la perpendicolare £0, e dal 
punto O abbassate sopra SC la perpendicolare 
indefinita OCB", che terminerete in B'' di modo 
che SB"=SB' : Y angolo CSB ' sarà il terzo an- 
golo piano richiesto. 

Perchè , se si forma un angolo solido coi tre 
angoli piaui B'SA, ASC, CSB", l'inclinazione 
dei piani , ove sono gli angoli dati ASB , ASC, 
sarà uguale all'angolo dato E \!>. 

Scolio. Se un angolo solido è quadruplo , o 
formato da quattro angoli piani ASB, BSC,Ftg.i9g» 
CSD, DSA, la cognizione di questi angoli non 
basta per determinare le inclinazioni scambie- 
voli dei loro piani ; poiché coi medesimi angoli 
piani si potrebbe formare un'infinità d'angoli 
solidi. Ma, se si aggiunga una condizione, per 
esempio, se sia data l'inclinazione dei due piani 
ASB , BSC, allora l'angolo solido è intieramente 
determinato, e si potrà trovare l'inclinazione di 
due qualunque dei suoi piani. Infatti imaginate 
un angolo solido triplo formato dagli angoli piani 
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ASB, BSC , ASC; i due primi angoli sono dati, 
come pure l'inclinazione dei loro piani ; si potrà 
dunque determinare mediante il Problema, che 
si è adesso risoluto , il terzo angolo ASC. Dipoi , 
se si considera l'angolo solido triplo formato 
dagli angoli piani ASC, ASD, DSC, questi tre 
angoli sono cogniti; laonde l'angolo solido è 
interamente determinato. Ma 1' angolo solido 
quadruplo è formato dalla riunione dei due an- 
goli solidi tripli, di cui parliamo: dunque, 
poiché questi angoli parziali son noti , e deter- 
minati, l'angolo totale sarà parimente noto, e 
determinato. 

L'angolo dei due piani ASD, DSC si trove- 
rebbe immediatamente col mezzo del secondo 
angolo solido parziale. In quanto all'angolo dei 
due piani BSC, CSD bisognerebbe in un angolo 
solido parziale cercar l'angolo compreso fra i 
due piani ASC, DSC, e nell'altro l'angolo com- 
preso fra i due piani ASC , BSC ; la somma di 
questi due angoli formerebbe l'angolo compreso 
fra i piani BSC , DSC. 

Si troverà nella stessa maniera che , per deter- 
minare un angolo solido quintuplo , bisogna 
conoscere, oltre ai cinque angoli piani, che lo 
compongono , due delle inclinazioni scambievoli 
dei loro piani ; ne bisognerebbero tre per l' an- 
golo solido sestuplo , e così in seguito. 
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I POLIEDRI 



DEFINIZIONI 

i chiama solido poliedro > o semplicemente 
poliedro ogni solido terminato da piani , o faccie 
piane. (Questi piani stessi sono necessariamente 
terminati da linee rette )• Si chiama in parti- 
colare tetraedro il solido , che ha quattro faccie 5 
essaedro quello , che ne ha sei ; ottaedro quello , 
che ne ha otto; dodecaedro quello, che ne ha 
dodici ; icosaedro quello , che ne ha venti , ec. 

Il tetraedro è il poliedro più semplice , per- 
chè bisognano almeno tre piani per formare un 
angolo solido , e questi tre piani lasciano— tm 
vuoto , che , per esser chiuso , esige almeno un 
quarto piano. 

n. L'intersezione comune di due faccie adia- 
centi d" un poliedro si chiama lato , o costola 
del poliedro. * 

ni. Si chiama poliedro regolare, quello , di cui 
tutte le faccie son poligoni regolari uguali , e di 
cui tutti gli angoli solidi son uguali fra loro < 
Questi poliedri sono in numero di cinque. Vt+ 
dete VJppendice ai Libri VI. e VII, 

iv. Il prisma è un solido compreso da più, 
piani parallelogrammi, terminati da una parte 
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e dall'altra da due piani poligoni eguali, e pa- 
ralleli. 

Fig.aoo. Per costruire questo solido , sia ABCDE un 
poligono qualunque : se in un piano parallelo 
ad ABC si conducon le linee FG, GH, HI, ec. 
eguali , e parallele ai lati AB, BC, CD, ec, si 
formerà con queste il poligono FGHIK eguale 
ad ABCDE ; se in seguito si uniscono da un piano 
all'altro i vertici degli angoli omologhi con le 
rette AF, BG, CH, ec, le faccie ABGF, BCHG, 
ec saranno parallelogrammi , ed il solido cosi 
formato ABCDEFGHIK sarà un prisma. 

v. I poligoni uguali , e paralleli ABCDE, 
FGHIK si chiamano le basi del prisma ; gli altri 
piani parallelogrammi presi insieme costituisco- 
no ciò, che si chiama la superficie laterale, o 
convessa del prisma. Le rette eguali AF, BG, 
€H,ec si chiamano i Liti del prisma. 

VI. 1/ altezza d'un prisma è la distanza tra le 
sue due hasi , o la perpendicolare abbassala da 
un punto delia base superiore sopra il piano 
della base inferiore. ^ 

vii. Un prisma è retto allorché i suoi lati AF, 
BG , ec sono perpendicolari ai piani delle basi ; 
allora ciascuno di questi lati è uguale all' altezza 
del prisma. In ogni altro caso il prisma èobli- 
guo , e T altezza è minore del lato. 

viti. Un prhma è triangolare, quadrangolare, 
pentagono, esagono, ec secondo che la base è 
un triangolo , un quadrilatero , un pentagono , 
un esagono, ec 
Fig.ao6. ix. Il prisma, che ha per base un parallelo- 
grammo , ha tutte le sue faccie parallelogram- 
mej desso si chiama parallelepipedo ». 
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Il parallelepìpedo è rettangolo allorché tutte 
le sue faccle sono rettangoli. 

x. Tra i parallelepipedi rettangoli si distingue 
il cubo , o essaedro regolare compreso da sej 
quadrati uguali. 

xi. La piramide è il solido, che vien formato Fig. 196. 
quando più piani triangolari partono da un me- 
desimo punto S, e sono terminati ai differenti lati 

À' un medesimo piano poligono ABGDE. 

Il poligono ABGDE si chiama la base della 
piramide; il punto S n*è il vertice, e il com- 
plesso dei triangoli ASB, BSC, ec. forma la 
superficie convessa o laterale della piramide* 

xil. U altezza della piramide è la perpendi- 
colare abbassata dal vertice sul piano della base , 
prolungato se occorra. 

XIII. La piramide è triangolare , quadrango- 
lare , ec. secondo che la base è un triangolo ^ 
un quadrilatero , ec. 

xiv. Una piramide è regolare quando la base 
è un poligono regolare, e che nel tempo stesso 
la perpendicolare abbassata dal vertice sul piano 
della base passa pel centro di essa base : questa 
linea si chiama allora l' asse della piramide. 

XV. Diagonale d' un poliedro è la reità , che 
unisce i vertici di due angoli solidi non adiacenti, 

xvi. Chiamerò poliedri simmeU ici due polie- 
dri, i quali, avendo una base comune, sono 
costrutti similmente, uno al di sopra del piano 
di questa base , Y altro al di sotto , con questa 
co udizione che i vertici degli angoli solidi omo- 
loghi siano situati ad uguali distanze dal piano 
della base sopra una medesima retta perpendico- 
lare a questo piano. 
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Fig.3oa. Per esempio , se la retta ST è perpendico- 
lare al piano ABC, e che nel punto O, ove 
dessa incontra questo piano , sia divisa in due 
parti uguali, le due piramidi SABC , TABC, che 
hanno la base comune ABC, saranno due po- 
liedri simmetrici. 

xvii. Due piramidi triangolari sono simili 
quando hanno due faccie respettivamente simi- 
li , similmente disposte , ed ugualmente inclinate 
fra loro. 

Fig.aoS. Così , supponendo gli angoli ABC=aDEF , 
BAC=EDF, ABS=DET, BAS=EDT, se io 
oltre r inclinazione dej piani ABS , ABC è ugua- 
le a quella dei loro omologhi DTE, DEF, le 
piramidi SABC , TDEF saranno simili. 

xvni. Avendo formato un triangolo unendo i 
vergici di tre angoli presi sopra una medesima 
faccia , o base cT un poliedro , si può immagi- 
nare che i vertici dei differenti angoli solidi 
del poliedro , situati fuori del piano di questa 
base, siano quelli d'altrettante piramidi trian- 
golari , che hanno per base comune il trian- 
golo indicato ; e ciascuna di queste piramidi 
determinerà la posizione di ciascun angolo so- 
lido del poliedro per rapporto alla base. Posto 
ciò: 

Due poliedri sono simili quando , avendo basi 
simili , i vertici degli angoli solidi omologhi 
fuori di queste basi sono determinati da pira- 
midi triangolari respettivamente simili. 

Xix. Chiamerò vertici d'un poliedro i punti 
situati ai vertici dei suoi differenti angoli so- 
lidi. 
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N. Sé Tatti i poliedri , che noi consideriamo, son 
poliedri cogli angoli salienti , o poliedri convessi. Chia- 
miamo cosi quelli , la cui superfìcie non può esser in- 
contrata da una linea retta in più di due punti. In 
questa specie di poliedri il piano d'una faccia prolun- 
gato non può tagliare il solido ; è dunque impossibile 
che il poliedro sia in parte al di sopra del piano d* una 
faccia , e in parte al di sotto 5 esso è tutto intero da una 
medesima parte di questo piano. 

PROPOSIZIONE 1, 

TEOREMA 

Due poliedri non possono avere i medesimi 
vertici^ e nel medesimo numero senza coincidere 
V uno colV altro. 

Poiché supponiamo uno del poliedri già 
costrutto ; se si vuol costruirne un altro , che 
abbia i medesimi vertici, e nel medesimo nu- 
mero, bisognerà che i piani di quest' ultimo 
non passino tutti pei medesimi punti, per cui 
passano nel primo, senza di che non differireb- 
bero l'uno dall'altro: ma allora è chiaro che 
alcuni dei nuovi piani taglierebbero il primo 
poliedro ; vi sarebbero dei vertici al di sopra di 
questi pfani, e dei vertici al disotto 5 il che 
non può convenire a un poliedro convesso: 
dunque , se due poliedri hanno i medesimi ver- 
tici , e nel medesimo numero , dessi debbono 
necessariamente coincidere Tuno con l'altro. 

Scolio. Essendo dati di posizione i punti Fig.ao4. 
A, B, C, K, ec, che debbon servire di ver 
ti ci a un poliedro , è facile descrivere il po- 
liedro. 

Elem. di Geom. 16 
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Fig.ao4. Scegliete prima tre vertici vicini D, E, H 
t*li che il piano DEH passi, se ciò ha luogo, 
perdei nuovi vertici K, C, ma lasci tutti gli 
altri da una medesima parte, cioè tutti al di 
sopra del piano , o tutti al di sotto ; il piano 
DEH, o DEHKG così determinato sarà una 
faccia del solido. Per uno de' suoi lati EH con- 
ducete un piano, che farete girare finché in- 
contri un nuovo vertice F, o più insieme F, I ; 
avrete una seconda faccia , che sarà FEH , o 
FEHI. Continuate così , facendo passare dei 
piani pei lati trovati finché il solido sia termi- 
nato da tutte le parti; questo solido sarà il 
poliedro richiesto , perchè non ve ne son due, 
che possan passare pei medesimi vertici. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

* * • 

In due poliedri simmetrici le /accie omologhe 
sono respettiv amente uguali : e V inclinazione di 
due facete adiacenti in uno di questi solidi è 
uguale all' inclinatone delle f accie omologhe 
neW altro. 

Fig.ao5. Sia ABCDE k base comune ai due poliedri ; 
siano M,eNi vertici di due angoli solidi qua- 
lunque d'uno dei poliedri * M r , e N' i vertici 
omologhi delF altro poliedro; bisognerà, se- 
guendo la Definizione , che le rette MM', NN' 
siano perpendicolari al piano ABC , e che siano 
divise in due parti uguali nei punti ove 
incontrano questo piano. Posto ciò, dico che 
la distanza MN è uguale a M'N', 

Foichè, se si fa girare il trapezio roSTN'/i in- 



Digitized by Google 



z i b a o rtn 187 

forno a mn finché ii suo piano si applichi al 
piano mMNtf, a cagione degli angoli retti in m, 
ed in n , il lato mM' cadrà sul suo uguale wM, 
e /iN' sopra wN ; dunque i due trapezj coinci- 
deranno , e si avrà MIN^M'N'. * 

Sia P un terao vertice del poliedro superio- 
re , e P 7 il suo omologo neir altro % si avrà pure 
MP=M'P', e NP=N'P' 5 dunque il triangolo 
MNP , che unisce tre vertici qualunque del po- 
liedro superiore , è uguale al triangolo M'N'r*, 
che unisce i tre vertici omologhi dell' altro po- 
liedro. 1 

•Se tra questi triangoli si considerano soltanto 
quelli, che sono formati alla superficie dei po- 
liedri', si può già conchiudere che le superficie 
dei due poliedri sono composte d'un medesimo 
numero di triangoli respeltivamente uguali. " ,r > 

Dico adesso che , se alcuni di questi triangoli 
sono in un medesimo piano sopra una superfi- 
cie , e formano una medesima faccia poligona , 
i triangoli omologhi saranno in un medesimo 
piano sopra l'altra superficie, e formeranno 
una faccia poligona uguale. 

Infatti siano MPN , NPQ due triàngoli adia- 
centi, che si suppongono in uno stesso piano f 
e siano M'P*N' , N'P'Q' i loro omologhi. Si 
lui Y angolo MNP=M'N'P' ; l'angolo PN-Qsbs 
PN'<?'; e se si tirano MQ, e M'Q , il trian- 
golo MNQ sarebbe uguale a M'N'Q' ; perciò st 
avrebbe l'angolo MNQ=M'N'Q'. Ma, poiché 
MPNQ è un solo piano , si ha l'angolo MNQ 
=MNP-+PNQ; dunque si avrà pure M'N'Q'^s 
M'N'P+PN'Q'. Ora, sei tre piani M'N 9, 
P'N*Q', M'N'Q' non fossero confusi in un so- 
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lo , questi tre piani formerebbero tur angolo 
* 2i, 5. solido, e si avrebbe * l'angolo M , N'Q'<cM'NT' 
-+P'N'Q' ; dunque, poiebè questa condizione non 
ha. luogo, i due triangoli MNP', PN'Q' sono 
in un medesimo piano. 

.Segue da ciò che ciascuna faccia, o triango- 
lare, o poligona, d'un poliedro corrisponde a 
una faccia uguale nelF altro, e che perciò i due 
poliedri son compresi da un medesimo numero 
di piani respeltivamente uguali. 

Resta a provare che l'inclinazione di due 
faccie adiacenti qualunque in uno dei poliedri 
è uguale all'inclinazione delle due faccie omo- 
loghe nell' altro* 

;i : , Siano MPN, NPQ due triangoli formati sulla 
costola comune NP nei piani di due faccie adia- 
centi; siano M'P'N', N PQ' i loro omologhi: 
si può concepire in N un angolo solido formato 
dai tre angoli piani MNQ, MNP , PNQ , e in 
N' un angolo solido formato dai tre M'N'Q , 
M'N'P',P'N'Q'.Ora abbiamo già dimostrato che 
questi angoli piani sono respettivamente uguali 5 
dunque l'inclinazione dei due piani MNP, 
PNQ è uguale a quella dei loro omologhi M'N'P', 

Dunque nei poliedri simmetrici le faccie sono 
respettivamente uguali , e i piani di due faccie 
qualunque adiacenti d'uno dei solidi hanno tra 
loro la medesima inclinazione che i piani di 
due faccie omologhe dell' altro solido. 

Scolio. Si può osservare che gli angoli solidi 
di un poliedro sono i simmetrici degli angoli so- 
lidi dell'altro poliedro: poiché, se V angolo 
solido N è formato dai piani MNP, PNQ 
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QNR, ec, il suo omologo N'è formato dai piani 
M'N'P', P'N'Q', QNR' ec. Questi sembrano 
disposti nel medesi m'ordine degli altri ; ma, sic- 
come i due angoli solidi sono in una situazione 
inversa l'uno per rapporto all' altro, ne segue 
che la disposizione reale dei piani , che formano 
l'angolo solido N', è V inversa di quella , che 
ha luogo nell'angolo omologo N. D'altronde 
le inclinazioni dei piani consecutivi sono uguali 
nell'uno, e nell'altro angolo solido; dunque 
questi angoli solidi sono simmetrici l'uno dell'al- 
tro. Fedele lo Scolio della Proposizione XXI II. 
del Lih. J 7 ". 

Questa osservazione prova , che un poliedro 
qualunque non può avere che un solo poliedro 
simmetrico. Poiché , se si costruisse sopra un'al- 
tra base un nuovo poliedro simmetrico del po- 
liedro dato , gli angoli solidi di quest'ultimo sa- 
rebbero sempre simmetrici cogli angoli del po- 
liedro dato^ dunque sarebbero uguali a quelli 
del poliedro simmetrico costrutto sulla prima 
base. D'altronde le faccie omologhe sarebbero 
sempre uguali ; dunque questi due poliedri sim- 
metrici costrutti sopra una base, o sopra un'al- 
tra avrebbero le fàccie uguali , e gli angoli solidi 
uguali; essi dunque coinciderebbero mediante 
la soprapposizione, e non formerebbero che 
un solo e medesimo poliedro. 

PROPOSIZIONE IIL 

PROBLEMA 

Due prismi sono uguali allorché hunneun 
angolo solido compreso fra Ire piani rcspeltiva 
mente uguali, e similmente disposti. 
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Fig.200. Sia ] a base ABCDE uguale alla base ahcief 
il parallelogrammo ABGP uguale al parallelo" 
grammo abgf, e il parallelo grammo BCHG 
uguale ai parallelogrammo •bchg$ dico che il 
prisma ABCI sarà uguale al prima abei. 

Poiché , se sìa situata la base ABCDE sulla sua 
uguale altere, queste due basi coincideranno 5 
ma i tre angoli piani , che formano 1* angolo so- 
lido B, sono respettivaraente uguali j ai tre angoli 
piani, che formano l'angolo solido b , cioè, 
ABCz=abc , ABG=«&£ 5 * GBC—gbc 5 di più 
cruesti angoli sono similmente* disposti ; dunque 
gli angoli solidi B , e b sono uguali , e per con- 
seguenza il lato BG cadrà sul suo uguale bg. Si 
vede pure che, a cagione dei parallelogrammi 
ugnali ABGF , abgf, 3 lato GF cadrà sul suo 
^uguale g/, e similmente GH sopra gh ; dunque 
la base superiore FGHIK coinciderà intera- 
mente colla sua ugnale fghih, ed i due solidi 
saranno confusi in un solo, poiché avranno i 
» medesimi vertici*. 

Corollario. Due prismi retti, che hanno basi 
elusili, ed altezze eguali , sono eguali. Perché 
avendo il iato AB eguale ad ab, e l'altezza BG 
eguale a bg> il rettangolo ABGF sarà eguale 
al rettangolo abgf\ sarà lo stesso dei rettangoli 
BGHC , bghc ; cosi i tre piani , che formano 
l'augolo solido B, sono uguali ai tre , che for- 
man l'angolo solido o. Dunque i due prismi 
sono eguali. 
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morosizioNE rv. 

TEOREMA 

In ogni parallelepipedo i piani opposti sono 
uguali y e paralleli. 

Secondo la Definizione di questo solido «g.«>6. 
le basi ABCD, EFGH son parallelogrammi 
uguali, e i loro lati sono paralleli; resta dunque 
a dimostrare che la medesima cosa Ita luogo per 
due faccie laterali opposte, come AEHD,BFGC, 
Ora AD è Aguale , e parallela a BC, giacché la 
Figura ABCD è un parallelogrammo 5 per una 
si in il ragione AE è uguale, e parallela a BF; 
dunque Fangolo DAE è uguale all' angolo CBF*, * l5 > 5 « 
e il piano DAE parallelo a CBF ; dunque anche 
il parallelogrammo DAEH è uguale al paralle- 
logrammo CBFG. Si dimostrerà del pari che i 
parallelogrammi ABFE, DCGH sono uguali, e 
paralleli. 

Corollario. Poiché il parallelepipedo è un so- 
lido compreso da sei piani , di cui gli opposti 
sono uguali , e paralleli , ne segue che una faccia 
qualunque, e la sua opposta posson esser prese 
per le basi del parallelepipedo. 

Scolio. Essendo date tre rette AB, AE, AD, 



cian fra loro degli angoli dati , si può su queste 
ti e rette costruire un parallelepipedo : a tal 
effetto bisogna condurre dalF estremità di cia- 
scuna retta un piano parallelo al piano delle al- 
tre due , cioè > pel punto B un piano parallelo a 
DAE, pel punto D un piano parallelo a BAE , 
e pel puuto E un piano parallelo a BAD. Gli 
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incontri scambievoli di questi piani formeranno 
il parallelepipedo richiesto. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

In ogni parallelepìpedo gli angoli solidi oppo- 
sti son simmetrici V uno delV altro , e le diaga* 
nali condotte dai vertici di questi angoli si 
tagliano scambievolmente in due parti uguali. 

Fig.3o6. Paragoniamo , per esempio , V angolo solido 
A al suo opposto G 5 Y angolo EAB uguale ad 
EFB è pure uguale a HGC , Y angolo DAB= 
DHE=CGF , e l'angolo DAB=DCB=HGF 5 
dunque i tre angoli piani, che formano Y angolo 
solido A, sono respettivamente uguali ai tre, 
che formano Y angolo solido G; d'altronde è 
facil vedere che la loro disposizione è differente 
nell'uno e nell'altro; dunque i.° i due angoli 
solidi A, e G sono simmetrici l'uno dell' al- 

* a3,5. tro *. 

In secondo luogo immaginiamo due diagonali 
EC , AG condotte entrambe da vertici oppo- 
sti : poiché AE è uguale , e parallela a CG , 
la Figura AEGC è un parallelogrammo; dun- 
que le diagonali EC, AG si tagleranno scam- 
bievolmente in due parti uguali. Si dimostrerà 
parimente che la diagonale EC, ed un' altra DF 
si toglieranno pure in due parli uguali : dunque 
2. 0 le quattro diagonali si taglieranno scambie- 
volmente in due parti uguali nel medesimo 
punto, che si può riguardare come il centro 
del parallelepipedo. 
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PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

Il piano BDHF, che passa per due costole*' 1 ** 07 ' 
parallele opporle BF, DH , divide il paralle- 
lepipedo AG in due prismi triangolari ABDHEF, 
GHFBCD simmetrici V uno dell 1 altro. 

■ 

In primo luogo questi due solidi sono prismi, 
perfchè i triangoli ABD, EFH, avendo i loro 
lati uguali e paralleli, sono uguali, e nel tempo 
stesso le faccie laterali ABFE, ADHE, BDHF 
*ono parallelogrammi; dunque il solido ABDHEF 
è un prisma: lo stesso è del sòlido GHFBCD. 
Dico adesso che questi due prismi son simme- 
trici l'uno dell'altro. 

Sulla base ABD fate il prisma ABDEF'H', 
che sia il simmetrico del prisma ABDEFH. Se- 
condo ciò, che si è già dimostrato*, il piano + a . 
ABFE' è uguale ad ABFE , ed il pian^DHE' 
è uguale ad ADHE : ma , se si paragona il pri- 
sma GHFBCD col prisma ABDHEF', la base 
GHF è uguale ad ABD; il parallelogrammo 
GHDC , che è uguale ad ABFE, è pure uguale 
ad ABF'E', e il parallelogrammo Gì BC, che è 
uguale ad ADHE, è eguale ancora àd ADII E : 
dunque i tre piani , che formano l'angolo solido 
G nel prisma GHFBCD , sono respettrvauicnte 
uguali ai tre piani , che formano Y angolo solido 
A nel prisma ABDHE'F'; essi d' altronde son 
disposti similmente : dunque quei due prismi 
sono uguali*, e potrebbero essere soprapposti. * 3. . 
Ma uno di essi ABDH'E'F'; è simmetrico del 
prisma ABDHEF; dunque l'altro GHFBCD è 
pure simmetrico di ABDHEF. 

Elcm. di Geom. 17 
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PROPOSIZIONE VII. 

» • 

LEMMA 

Fig.aoi. In qualunque prisma ÀBCI le sezioni NOPQR, 
STVXY , fatte da piani paralleli j son poligoni 
uguali. 

Poiché i lati NO, ST sono paralleli , essendo 
le intersezioni di due piani paralleli con un 
terzo piano ABGF5 questi medesimi lati NO, 
ST son compresi tra le parallele NS , OT, che 
sono lati del prisma; dunque NO è uguale a ST. 
Per una simil ragione, i lati OP, PQ , QR , ec. 
della sezione NOPQR sono respettivamente e- 
guali ai lati TV, VX, XY, ec. della sezione 
STVXY. D'altronde i lati eguali essendo nel 
medesimo tempo paralleli , ne segue che gli 
angoli NOP, OPQ, ec. della prima sezione 
sodo ricettivamente eguali agli angoli STV, 
TVX , ec, della seconda. Dunque le due sezioni 
NOPQR, STVXY son poligoni eguali. 

Corollario. Ogni sezione , fatta in un prisma 
parallelamente alla sua base , è eguale a questa 
base, 

PROPOSIZIONE Vili. 

■ 

TEOREMA 

Fig.soS. J due prismi triangolari simmetrici ABDHfF, 
BCDFGH , nei quali si decompone il pai ulivi e- 
pipedo AG , sono equivalenti tra loro. 

Per i vertici B , e F conducete perpendi colare 
mente al lato BF i piani Bade, Vefig, che incon- 
treranno da una parte in c, e dall'altra iu 
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e, h, g i tre altri lati AE, DH, CG dello stesso 
parallelepipedo; le sezioni Bade, FeJig saranno 
parallelogrammi eguali. Queste sezioni sono 
eguali perchè son fatte da piani perpendicolari 
ad una medesima retta, e per conseguenza paral- 
leli*; desse sono parallelogrammi perchè due * 7' 
lati opposti d'una medesima sezione «B, r/c sono 
le intersezioni de J due piani paralleli ABFE, 
DCGH fatte da un medesimo piano. 

Per una simil ragione, la Figura BarF è un 
parallelogrammo, come pure le altre faccie late- 
rali BFgc, vdhgi adhe del solido HadcF&hg : 
dunque questo solido è un prisma*; e questo * De M- 
prisma è retto, poiché il lato BF è perpendico- 
lare al piano della base. 

Ciò posto , se col piano BFILT) si divida il 

«"sma retto B// in due prismi triangolari retti 
<YeF/f, B'/cF//#, dico che il prisma triangolare 
obliquo ABDEFH sarà equivalente al prisma 
triangolare retto aJldcTh. 

Infatti questi due prismi avendo una parte 
comune ABD//rF, basterà provare che le parli 
rimanenti, cioè i solidi B<?AD<i, FeEH/j, sono 
equivalenti tra loro. 

Ora, a causa dei parallelogrammi ABFE, 
flBFtf, i lati AE, ae y eguali al loro parallelo BF, 
sono eguali tra loro ; così togliendone la parte 
comune Ae , resterà Aa=Ee. Proverebbe si pari- 
mente che Dd=Hh. 

Adesso , per eseguire la soprapposizione dei 
d ie solidi B^/ADr/, FrEH/i , ponghiamo la base 
J?t*h sopra la sua eguale \Sad : allora il punto*? 
cadendo in a , ed il punto h in ^, i lati ^E, h\l 
cadranno sopra i loro eguali /vA, dD , poiché 
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dessi sono perpendicolari al medesimo piano Bad 9 
Dunque i due solidi , di cui si tratta , coincide* 
ranno interamente Y uno con Y akro ; dunque il 
prisma obliquo BADFEH è equivalente al prisma 
retto BadJìeh. 

Si dimostrerà similmente che il prisma obli- 
quo BDCFHG è equivalente al prisma retto 
BdcFgh. Ma i due prismi retti BadFeh , BdcVhg 
son eguali tra loro , poiché hanno la medesi- 
ma altezza BF, e le loro basi B «d , Bdc son 
*3.Cor.metà d'un medesimo parallelogrammo*. Dun- 
que i due prismi triangolari BADFEH,BDCFHG, 
equivalenti a prismi eguali, sono equivalenti tra 
loro. 

Corollario. Ogni prisma triangolare ABDHEF 
è la metà del. parallelepipedo AG costrutto sul 
medesimo angolo solido A con le medesin^ 
postole AB , AD , AE. 9 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

Figaog ^ e ^ ue P ara tt & ? e P*P e di AG-, AL hanno una 
base comune ABCD , e se (e loro basi superiori 
EFGtìi , IKLM siano comprese in un medesimo 
piano> e tra le medesime parallele JLK, HL questi 
due parallelepipedi saranno equivalenti fra loro. 

Possono accadere tre casi , secondo che EI 
è maggiore , minore , o eguale a EF , ma la 
dimostrazione è la stessa per tutti 5 e in primo 
luogo dico , che il prisma triangolare ABIDHM 
è uguale al prisma triangolare BFKCGL. 

Infatti , poiché AE è parallela a BF , e HE a 

GÈ, l'angolo AEI=BFK, HEL^GFK,e II E A 
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à=GFB. Di questi sei angoli i primi tre formano 
r angolo solido E, gli altri tre formano l'angolo 
solido F ; dunque, poiché gli angoli piani sono 
respettivamente eguali , e similmente disposti , 
ne fegue che gli angoli solidi E, ed F sono 
eguali. Adesso, se si pone il prisma AEM sul 
prisma BFL, e in primo luogo la hase AEI sulla 
hase BFK , queste due hasi essendo uguali coin- 
cideranno ; e poiché F angolo solido E è uguale 
all'angolo solido F, il lato EH cadrà sul suo 
uguale FG : altro non bisogna di più per provare 
che i due prismi coincideranno in tutta la loro 
estensioue , perchè la hase AEI , e la costola 
EH determinano il prisma AEM , come la hase 
BFK, e la costola FG determinano il prisma 
BFL* ; dunque questi prismi son uguali. * 3. 

Ma, se dal solido AL si toglie il prisma AEM, 
resterà il parallelepipedo AIL ; e se dallo stesso 
solido AL si toglie il prisma BFL, resterà il 
parallelepipedo AEG \ dunque i due parallele- 
pipedi AIL, AEG sono equivalenti fra loro. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

Due parallelepipedi della medesima base , e 
della medesima altezza sono equivalenti fra loro. 

Sia ABCD la hase comune ai due parallelepi-Fig.aio 
pedi AG, AL; poiché Aessi hanno la medesima 
altezza, le loro basi superiori EFGH, 1KLM sa- 
ranno nel medesimo piano. Di più i lati EF, ed 
AB sono uguali, e paralleli, come pure IK, ed 
AB ; dunque EF è uguale , e parallela ad IK : 
per una simil ragione GF è uguale , e parallela 
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a LK. Siano prolungati i lati EF , HG, come 
pure LK , IM, finché gli uni , e gli altri for- 
mino colle loro intersezioni il parallelogrammo 
TVOPQ 5 è chiaro che questo parallelogrammo 
sarà uguale a ciascuna delle basi EFGH, 1KLM. 
Ora , se s' immagina un terzo parallelepipedo , 
che colla medesima base inferiore ABCD abbia 
per base superiore NOPQ , questo terzo paral- 
n lelepipedo sarebbe equivalente al parallelepipedo 
9 * AG*, poiché avendo la stessa base inferiore , le 
basi superiori sono comprese in un medesimo 
piano , e fra le parallele GQ, FN. Per la mede- 
sima ragione questo terzo parallelepipedo sa- 
rebbe equivalente al parallelepipedo AL. Dunque 
i due parallelepipedi AG , AL , che hanno la 
medesima base, e' la medesima altezza, sono 
equivalenti fra loro. 

■ 

TROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

» 

Ogni parallelepipedo può esser cangiato in un 
parallelepìpedo rettangolo equivalente , che avrà 
la medesima allessa , e una base equivalente. 

Ficaio. Sia AG il parallelepipedo proposto: dai punti 
A , B , C , D conducete AI , BK , CL, DM per- 
pendicolari al piano della base ; formerete così il 
parallelepipedo AL equivalente al parallelepipe- 
do AG , le di cui faccié^ laterali AK , BL , ec. 
saranno rettangoli. Se dunque la base ABCD è 
un rettangolo, AL sarà il parallelepipedo rettan- 
golo equivalente al parallelepipedo proposto 

Fig.211.AG. Ma , se ABCD noné un rettangolo , con- 
ducete AO , e BN perpendicolari sopra CD, di- 
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poi OQ , e NP perpendicolari sopra la base 5 
avrete il solido ABNOIKPQ , che sarà un pa- 
rallelepipedo rettangolo : infatti , per costruzio- 
ne , la base ABNO , e la sua opposta IKPQ sono 
rettangoli ; le faccie laterali sono pur tali , poi- 
ché le costole AI, OQ, ec. sono perpendicolari 
al piano della base : dunque il solido AP è un 
parallelepipedo rettangolo. Ma i due parallele- 
pipedi AP, AL possono considerarsi come co- 
strutti sulla medesima base ABKI , e colla mede- 
sima altezza AO; dunque sono equivalenti; dun- . 
que il parallelepipedo AG-, ch'era stato prima e**;° 
cangiato in un parallelepipedo equivalente AL, 
ri trova di-nuovo cangiato. in un parallelepipedo 
rettangolo equivalente AP,che ha la medesima 
altezza AI , e la di cui base ABNO è equivalente 
alla base ABCD. 

PROPOSIZIONE XII, 

TEOREMA 

Due parallelepipedi rettangoli AG , AL, chag\g.*i*. 
hanno la medesima base ABCD, stanno jra loro 
come le loro altezze AE, AI. 

Supponiamo primieramente che le altezze AE, 
AI stiano fra loro come due numeri interi , per 
esempio, come 1 5 sta a 8. Si dividerà AE in i5 
parti uguali , di cui Al ne conterrà 8 , e per i 
punti di divisione x y s, ec. si condurranno 
dei piani paralleli alla base. Questi piani divi- 
deranno il solido AG in l5 parallelepipedi par- 
ziali , che saranno tutti uguali fra loro, come 
aventi basi uguali , ed altezze uguali 5 basi 
uguali perchè ogni^ezione , come MIKL, fatta 
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in un prisma parallelamente alla sua base ABCD, 
* 7- è eguale a questa base *; altezze uguali perchè 
queste altezze sono le divisioni stesse Ar, xy, 
y*> ec. Ora di questi i5 parallelepipedi eguali 
otto sono contenuti in AL ; dunque fi solido AG 
sta al solido AL come 1 5 sta a 8, o ih generale 
come Faltezza AE stà all'altezza AI. 

In secondo luogo , se il rapporto d' AE ad AI 
non può esprimersi in numeri , dico che nono- 
stante si avrà solid. AG l soliti. AL'tAE l AI. 
Poiché , se questa proporzione non ha luogo , 
supponiamo che si abbia so!. AG : sol. AL l * 
AE : AO. Dividete AE in parti uguali , di cui 
ciascuna sia minore di 01; vi sarà almeno un 
punto di divisione ni fra O , ed I. Sia P il paral- 
lelepipedo , che ha per base ABCD , e per altezza* 
Am ; poiché le altezze AE , Am stanno fra loro 
come due numeri interi, si avrà so!. AG I P 
AE : Am. Ma sì ha, per ipotesi , sol. AG J 
sol AL: :AE : AO 5 da ciò resulta sol. AL iVll 
AO : Am. Ma AO è maggiore di Am ; dunque 
bisognerebbe, perché la proporzione avesse 
luogo, che il solido AL fosse maggiore di P 5 
ora al contrario è minóre : dunque è impossi» 
bile che il quarto termine della proporzi one 
sol '. AG I 5o/.AL ; ; AE : x sia una linea mag- 
giore di AI. Con un ragionamento simile si di- 
mostrerebbe che il quarto termina non può 
esser minore di AI 5 dunque é uguale ad AI. Dun- 
que i parallelepipedi rettangoli della medesima 
base stanno fra loro come le loro altezze. 
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PROPOSIZIONE XIII. 

.- 

TEOREMA 

Due parallelepipedi rettangoli AG , AK , c7ieFig.ai3. 
hanno la medesima altezza AE , stanno Jra loro 
tome le basi ABCD , AMNO. 

Avendo situati i due solidi uno accanto del- 
l' altro, come la Figura gli rappresenta, pro- 
lungate il piano ONKL finché incontri il piano 
DCGH seguendo PQ ; avrete tm terzo parallele- 
pipedo AQ , che si potrà paragonare a ciascuno 
dei parallelepipedi AG, AK. I due solidi AG, 
AQ , avendo la medesima hase AEIID, stanno 
fra loro come le respettive altezze AB, AO 5 pa- 
rimente i due solidi AQ , AK , avendo la mede- 
sima hase AOLE , stanno fra loro come le loro 
altezze AD , AM. Perciò si avranno le due 
proporzioni 

sol. AG : *o/.AQ::AB : ao, 

sol.kQ : ìo/.AK;:AD : AM. 

Moltiplicando per ordine queste due propor- 
zioni , èd omettendo nel resultato il moltipli- 
catore comune $o/.AQ, si avrà 

so/.A£ : soLAVL; :ABXAD : aoxam. 

Ma ABXAD rappresenta la hase ABCD , e AO 
XAM rappresenta la hase AMNO; dunque due 
parallelepipedi rettangoli della medesima altezza 
stanno fra loro come le hasi/ 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Due parallelepipedi rettangoli qualunque stan- 
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no fra loro come i prodotti delle loro basi per le 
loro altezze , o come i prodotti delle loro tre 
dimensioni. 

Fig.aiS. Poiché , avendo situato i dne solidi AG, AZ 
in maniera che le loro superficie abbiano l'an- 
golo comune BAE , prolungate i piani neces- 
sarj per formare il terzo parallelepipedo AK 
della medesima altezza del parallelepipedo AG. 
Si avrà, per la Proposizione precedente, 

50/.AG : *o/.ak : : abcd : amno. 

Ma i due parai lelepfpedi AK , AZ , che hanno 
la medesima base AMNO , stanno fra loro come 
le loro altezze AE, AX $ onde si ha 

50/.AK : 5o/.az::ae : ax. 

Moltiplicando per ordine queste due proporzio- 
ni , ed omettendo nel resultato il moltiplicatore 
comune 5o/.AK, si avrà 

sol.AG : <o/.A2;:ABCDXAE : AMNOXAX. 
Ih vece delle basi ABCD , ed AMNO si può 
mettere ABXAD, ed AOXAM, il che darà 
sol. AG>/. AZ : : AB X AD X AE; AO X AM X AX. 

Dunque due parallelepipedi rettangoli qualun- 
que stanno fra loro ec. 

Scolio. Da ciò segue che si può prendere per 
misura d'un par il lelepi pedo rettangolo il pro- 
dotto della sua base per la sua altezza , o il 
prodotto delle sue tre dimensioni. Su questo 
principio valuteremo tutti gli altri solidi. 

Per l'intelligenza di questa misura bisogna 
rammentarsi che s* intende per prodotto di due, 
o di più linee il prodotto dei numeri , che 
rappresentano tali linee ; e questi numeri di- 
pendono dall'unità liueare , che si può pren- 
dere a piacimento : posto ciò , il prodotto delle 
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tre dimensioni d' un parallelepipedo è un nu- 
mero , che non significa niente in sè stesso , e 
che sarebbe differente se si fosse presa un'altra 
unità lineare. Ma , se si moltiplicano parimente 
le tre dimensioni d'un altro parallelepipedo, 
valutandole sulla medesima unità lineare, i due 
prodotti staranno fra di loro come i solidi , e 
daranno l'idea della loro grandezza relativa. 

La grandezza d'un solido , il suo volume ^ 
o la sua estensione costituiscono ciò , che si 
chiama la sua solidità $ e la parola solidità è 
impiegata particolarmente per designare la mi- 
sura d'un solido: così si dice che la solidità 
d'un parallelepipedo rettangolo è uguale al 
prodotto della sua base per la sua altezza , o al 
prodotto delle sue tre dimensioni. 

Essendo le tre dimensioni del cubo uguali 
fra loro, se il lato è i , la solidità sarà l X * X *> 
ossia 1 ; se il lato è s, la solidità sarà 2 X*Xa, 
ovvero 8 ; se il lato è 3 , la solidità sarà 3X3X3> 
ossia 27 , e così in seguito : perciò , essendo i 
lati dei cubi come i numeri 1,2, 3, ec. i cubi 
stessi , o le loro solidità son come i numeri 
1 , 8 , 27 , ec. Quindi è che in Aritmetica si 
chiama cubo d'un numero il prodotto, che ri- 
sulta da tre fattori uguali a questo numero. 

Se si proponesse di fare' un cubo doppio d'un 
cubo dato, bisognerebbe che il lato del cubo 
cercato fosse al lato del cubo dato come la ra- 
dice cubica di % è all' unità. Ora si trova facil- 
mente con una costruzione geometrica la radice 
quadrata di a , ma non si può trovare ugual- 
meute ìa sua radice cubica , almeno colle sem- 
plici operazioni della Geometria elementare y 
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le ^uali consistono nel non impiegare sé non? 
che delle linee rette , di cui si conoscano due 
ponti , e dei circoli , di cui siano determinati i 
centri , ed i raggi. 

Per motivo di questa difficoltà il Problema 
della dupli catione del Cubo è stato celebre fra 
gli antichi Geometri , come quello della trise- 
zione dell' àngolo , che è presso a poco della 
medesima categoria. Ma si conoscono fin da 
gran tempo le soluzioni, di cui queste specie di 
Problemi sono capaci , le quali , benché meno 
semplici delle costruzioni della Geometria ele- 
mentare , non sono per altro né meno esatte , né 
meno rigorose, 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

La solidità <? un parallelepipedo , ed in gene* 
rate la solidità d' un prisma qualunque e uguale 
al prodotto della sua base per la sua allessa. 

Poiché i.° un parallelepipedo qualunque é 
equivalente a un parallelepipedo rettangolo della 
il. medesima altezza, e di base equivalente*. Ora 
la solidità di quest'ultimo é uguale alla sua base 
moltiplicata per la sua altezza ; dunque la soli- 
dità del primo è parimente uguale al prodotto 
della sua base per la sua altezza^ 

%.° Ogni prisma triangolare é la metà del 
parallelepipedo costrutto in modo , che abbia la 
8. medesima altezza, e una base doppia *. Ora la 
solidità di quest* ultimo è uguale alla sua base 
moltiplicata per la sua altezza; dunque quella 
del prisma triangolare è uguale al prodotto della 
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gua base , metà di quella del parallelepipedo , 
moltiplicata per la sua altezza. 

3.° Un prisma qualunque può esser diviso in 
tanti prismi triangolari della medesima altezza 
quanti triangoli si possono formare nel poligono, 
che gli serve di base. Ma la solidità d'ogni 
prisma triangolare è uguale alla sua base molti- 
plicata per la sua altezza ; e poiché F altezza è 
la medesima per tutti, ne segue che la somma di 
tutti i prismi parziali sarà uguale alla somma 
delle superficie di tutti i triangoli , che servon 
loro di basi , moltiplicata per Y altezza comune. 
Dunque la solidità d'un prisma poligono qua- 
lunque è uguale al prodotto della sua base per 
la sua altezza. 1 

Corollario. Se si paragonano due prismi , che 
abbiano la medesima altezza, i prodotti delle 
basi per le altezze staranno come le basi ; dun- 
que due prismi della medesima altezza stanno 
fra loro come le loro basi ; per una simil ragione 
due prismi della medesima base stanno fra loro 
come le loro altezze. 

PROPOSIZIONE XVI, 

■ 

LEMMA 

Se una piramide SABCDE è tagliata da uttFig.214. 
piano abd parallelo alla sua base , 

l . c I lati SA , SB, SC, ....,<? altezza SO , 
saranno tagliati proporzionalmente in a , h , c , 
• • . • , ed o 5 

2.° La sezione abede sarà un poligono simile 
alla base ABCDE. 

Poiché i.° essendo paralleli i piani ABC, abe. 
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le loro intersezioni AB, ab con un terzo piano 
§«SAB saranno parallele*; dunque i triangoli 
SAB, snb sono simili, e si ha la proporzione SA \ 
Sn: :SB : Sb ; si avrebbe pure SB : Sb: :SC : 
Se ; e cosi in seguito. Dunque tutti i lati SA, 
SB , SC , ec. sono tagliati proporzionalmente in 
a y bj r, ec. U altezza SO è tagliata nella pro- 
porzione medesima al punto o, perchè BO , e 
io sono parallele, e però si ha SO l SollSB l Sb. 

2.° Poiché ab è parallela ad AB, bc a BC , ed 
a CD , ec. , T angolo abt =ABC , V angolo btd= 
BCD , e così in seguito. Dipiù , a cagione dei 
triangoli simili SAB , Sab , si ha AB : ab ; ; 
SB • Sb ; ed, a cagione dei triangoli simili SBC , 
SAc , si ha SB • Sbl *BC l bc\ dunque AB 
::BC : Ac; avrebbesi pure BC : k;;CD : ed, 
e cosi in seguilo . Dunque i poligoni ABCDE, 
abede hanno gli angoli respetti varaente uguali, e i 
lati omologhi proporzionali ; dunque son simili. 

Coiollario. Siano SABCDE , SXYZ due pira- 
midi , il cui vertice è comune , e che hanno la 
medesima altezza , ovvero le cui basi son situate 
sopra un medesimo piano : se si tagliano queste 
piramidi con un medesimo piano parallelo al 
piano delle basi , e ne risultino le sezioni abede, 
xyty dico che le sezioni abede , xyz staranno 
fra loro come le basi ABCDE, XYZ. 

Poiché , essendo simili i poligoni ABCDE , 
abede , le loro superficie stanno come i quadrati 
dei lati omologhi AB , ab ; ma AB : ab\ :SA : 

&15 dunque ABCDE : abede y.SAl Sa~* Per la 

a a 

medesima ragione, XYZ l xysy.SX • S/. Ma 
poiché abcxyz non è che un medesimo piano , 
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si ha pure SA Sa : : SX ; Sx ; dunque ABCDE J 
abcdellXYZ l xys; dunque le "sezioni abcde , 
xyz stanno fra loro come le basi ABCDE, 
XYZ. Dunque se le basi ABCDE , XYZ, sono 
equivalenti , le sezioni fatte ad eguale altezza 
saranno parimente equivalenti • 

PROPOSIZIONE XVII. 

* 

TEOREMA • 

Due piramidi triangolari , che hanno basi 
equix>alenli ed altezze eguali 9 sono equivalenti. 

Sieno SABC, sale le due piramidi, le cui^8- ai5 « 
basi ABC, ubc y che noi supponiamo poste sopra 
un medesimo piano, sono equivalenti, e che 
hanno la medesima altezza TA 5 se queste piramidi 
non sono equivalenti, sia sabe la più piccola, 
e sia«Aj: Paftezza d'un prisma, il quale essendo 
costrutto sulla base ABC , fosse eguale alla loro 
differenza. 

Dividete l'altezza comune AT in parti eguali 
minori di Ax, e sia k una di queste parti 5 pei 
punti di divisione dell'altezza, fate passare 
de' piani paralleli al piano delle basi; le sezioni 
latte da ciascuno questi piani nelle due pi- 
ramidi saranno equivalenti *, come DEF e dej\ •i».»** 
GHI e ghi , ec; ciò posto sui triangoli ABC, 
DEF , GHI , ec, presi per basi, costruite de'pri- 
s mi esterni, che abbiano per costole le parti 
AD, DG, GK, ec. del lato SA; parimenle sui 
triangoli def 9 ghi, tìm* ec, presi per basi, co ' 
straite nella seconda piramide de' prismi interni 
le costole de' quali siano le parti corrispondenti 
del lato sa ; tutti questi prismi parziali avranno 
h per altezza comune. 

Dtgitized by Google 



*<>8 * GEOMETRIA 

La somma de' prismi esterni della piramide 
SABC , è più grande di questa piramide 5 la som- 
ma de* prismi interni della piramide sabc è più 
piccola di questa piramide; dunque per queste 
due ragioni la differenza tra queste due somme 
di prismi dovrà esser maggiore della differenza 
tra le due piramidi. 

Ora partendo dalle basi ABC , ahc , il secondo 
prisma esterno DEFG è equivalente al primo 
prisma interno de/a, poiché le loro basi DEF 9 def y 
sono equivalenti ed hanno essi una medesima al- 
tezza k$ sono per la medesima ragione equi va lenti^ 
il terzo prima esterno GHIK, ed il secondo in- 
terno ghid , il quarto esterno ed il terzo interno^ 
e così di seguito fino all'ultimo degli uni e degli 
altri. Dunque tutti i prismi esterni della piramide 
SABC, ad eccezione del primo ABCD; nanno 
i loro equivalenti nei prismi interni della pi- 
ramide sabc. Dunque il prisma ABCD è la dif- 
ferenza tra la somma de' prismi esterni della 

Ìi rami de SABC e la somma de* prismi interni 
ella piramide sabt ; ma la differenza tra queste 
due somme è maggiore della differenza tra le 
due piramidi ; dunque bisognerebbe che il pris- 
ma ABCD fosse maggiore c^el prisma ABCx; 
ora al contrario esso è più piccolo , poiché 
questi prismi hanno mia medesima base ABC, 
e l'altezza h dal primo è minore dell'altezza 
Ax del secondo. Dunque l'ipotesi , dalla quale 
siamo partiti non può aver luogo ; dunque le 
due piramidi SABC, sabc , di basi equivalenti e 
di altezze eguali , sono equivalenti. 
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PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Qualunque piramide triangolare è il terso de/pig.ai6.' 
prisma triangolare della medesima base e della 
medesima altezza. 

Sia SABC una piramide triang olare, ABCDES 
un prisma triangolare della medesima base e 
della medesima altezza, dico che la piramide è 
il terzo del prisma. 

Togliete dal prisma la piramide SABC , re- 
sterà il solido SACDE il quale può considerarsi 
come una piramide quadrangolare di cui il ver- 
tice è S, e che ha per base il parallelogrammo 
ACDE; tirate la diagonale CE e conducete il 
piano SCE il quale dividerà la piramide qua- 
drangolare in -due piramidi triangolari SACE , 
SDCE. Queste due piramidi hanno per altezza 
comune la perpendicolare abbassata dal vertice 
S sul piano ACDE : desse hanno delle basi 
eguali , poiché i triangoli ACE, DCE, sono le 
due metà del medesimo parallelogrammo ; dun-* 
que le due piramidi SACE, SDCE sono equi- 
valenti tra loro : ma ìa piramide SDCE e la 
piramide SABC hanno delle basi eguali- ABC, 
DES : desse hanno pure la medesima altezza, 
perchè quest'altezza è la distanza dei piani pa- 
ralleli ABC,DES. Dunque le due piramidi SABC, 
SDCE sono equivalenti: ma si è dimostrato che 
la piramide SDCE è equivalente alla piramide 
SACE, dunque le tre piramidi SABC, SDCE, 
SACE, le quali compongono il prisma ABD 
sono equivalenti tra loro. Dunque la piramide 
Ehm. di Geom. 48- 
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SABC è il terzo del prisma ABD, che ha la me- 
desima base e la medesima altezza. 

Corollario. La solidità d una piramide trian- 
golare è eguale al terzo del prodotto della sua 
base per la sua altezza. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

Fig.Qi4. Ogni piramide SABCDE ha per misura il 
terso del prodotto della sua base ABC DE per la 
sua alterna SO. 

Poiché, facendo passare i piani SEB, SEC 
per le diagonali EB, EC, si dividerà la piramide 
poligona SABCDE in più piramidi triangolari, 
che avranno tutte la medesima altezza SO. Ma 
pel Teorema precedente, ognuna di queste pi- 
ramidi si misura moltiplicando ciascuna delle 
basi ABE, BCE, CDE pel terzo della sua al- 
tezza SO , dunque la somma delle piramidi trian- 
golari , o la piramide poligona SABCDE , avrà 
per misura la somma dei triangoli ABE, BCE , 
CDE, o il poligono ABCDE, moltiplicato per 
3SO; dunque ogni piramide ha per misura la 
terza parte dei prodotto della sua base per la 
sua altezza. v 

Corollario J. Ogni piramide è la terza parte 
del prisma della medesima base , e della mede- 
sima altezza. 

Corollario li. Due piramidi della medesima 
altezza stanno fra loro come le loro basi, e due 
piramidi della medesima base stanno fra loro 
come le loro altezze. 
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Scoi in. Si può valutare la solidità d'ogni 
. corpo poliedro decomponendolo in piramidi , 
e questa decomposizione si può fare in più ma- 
niero : una delle più semplici è di far passare i 
piani di divisione pel vertice d' un istess'angolo 
solido 5 allora si avranno tante piramidi parziali 
quante faccie sono nel poliedro , eccetto quelle, 
che forman l'angolo solido , donde partono i 
piani di divisione. 

PROPOSIZIONE XX. 

* 

TEOREMA 

■ 

Due poliedri simmetrici sono equivalenti tran^vn. 
loro , ovvero eguali in solidità. 

Poiché 1 .° due piramidi triangolari simmetri- 
che , tali come SABC , TABG, hanno per misura 
comune il prodotto della hase ABC pel terzo 
delF altezza SO , ovvero TO ; dunque queste 
piramidi sono equivalenti tra loro. 

a.° Se si divide in una maniera qualunque 
uno dei poliedri simmetrici in piramidi triango- 
lari, si potrà dividere parimente V altro poliedro 
in piramidi triangolari simmetriche : ora le 
piramidi triangolari simmetriche sono respetti- 
tamente equivalenti ; dunque i poliedri interi 
saranno equivalenti tra loro , od eguali in so- 
lidità. 

Scolio, Questa Proposizione sembrava resul- 
tare immediatamente dalla Proposizione II,, 
ove si è fatto vedere che in due poliedri sim- 
metrici tutte le parti costituenti d'un solido sona 
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eguali alle parti costituenti dell'altro; ma non 
era però men necessario dimostrarla in una 
maniera rigorosa. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

Se una piramide è tagliata da un piano parai» 
lelo alla sua base, il tronco , che resta togliendo 
la piccola piramide , h uguale alla somma di tre 
piramidi , che avessero per altezza comune V al- 
tezza del tronco , e le cui basi fossero la base 
inferiore del tronco, la sua base superiore, ed 
una media proporzionale fra queste due basi. 
*%*i7. Sia SABCDE una piramide tagliata dal piano 
abd parallelo alla base ; sia TFGH una piramide 
triangolare, di cui la base, e l'altezza siano 
uguali od equivalenti a quelle della piramide 
SABCDE. Si possono supporre le due basi situate 
sopra un medesimo piano; ed allora il piano 
abd prolungato determinerà nella piramide trian- 
golare udì sezione fgh situata alla medesima " 
altezza al di sopra del piano comune delle basi ; 
dal che resulta chela sezione /g/z sta alla sezione 
* » 6 - abd come la ba«e FGH sta alla base ABD* : 
e, poiché le basi sono equivalenti, le sezioni 
lo saranno pure. Le piramidi Sabcde, Tfgh sono 
dunque equivalenti , giacché hanno la medesima 
altezza , e basi equivalenti. Le piramidi intere 
SABCDE, TFGH sono equivalenti per la 
medesima ragione ; dunque i tronchi ARDdab, 
FGH/i/js» sono equivalenti; e per conseguenza 
basterà dimostrare la Proposizione enunciata 
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pel solo caso del tronco di piramide trian- 
golare. 

Sia FGHhfg nn tronco di piramide trian-Fig.218. 
golare a basi parallele: per i tre punti F, g, H 
conducete il piano FgH, che toglierà dal tronco 
la piramide triangolare .«FGH. Questa piramide 
ha per base la base inferiore FGH del tronco 5 
dessa ha pure per "altezza l'altezza del tronco , 
poiché il vertice g è nel piano della base supe- 
riore f»h. 

- Dopo aver tolto questa piramide resterà la 
piramide quadrangolare gfhllF , il cui vertice è 
^, e la base //jHF. Per i tre punti f 9 g, H 
conducete il piano fgW , che dividerà la pira- 
mide quadrangolare in due piramidi triangolari 
gF/H, gfhH. Quest'ultima ha per base la base 
superiore fgh del tronco , e per altezza l'altezza 
del tronco, poiché il suo vertice H appartiene 
alla base inferiore ; cosi abbiamo già due 
delle tre piramidi , che debbono comporre il 
tronco. 

Resta a considerare la terza gF/H : ora , se si 
conduca gK parallela a /"F, e s'immagini una 
nuova piramide /FHK, il cui vertice è K, e la 
base F/H, queste due piramidi avranno la mede- 
sima base Ffll ; desse avranno pure la medesima 
altezza, poiché i vertici ^,eK sono situati sopra 
una linea gK parallela a F/", e per conseguenza 
parallela al piano della base ; dunque queste pira- 
midi sono equivalenti. Ma la piramide /FKH 
può esser considerata come se avesse il suo 
vertice in e così ella avrà la medesima altezza 
del tronco ; quanto poi alla sua base FKH, dico 
eh' è media proporzionale fra le basi FGH yfgìu 
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Infatti ì triangoli ¥\lK,fgh hanno un angolo 
uguale F~/, ed un lato uguale FK=/g$ si ha 
• *4, 5* dunque * FHK : fgh l ] FU ; fu Si ha pure FGH \ 
FHK::FG :FK,o jg. Ma i triangoli simili 
FGH, fgh danno FG" jg \ \ FH \fh ; dunque FGH; 
FHK; :FHK : ; e così la hase FHK è media 
proporzionale fra le due basi FGH , fgh. Dun- 
que un tronco di piramide triangolare a basi 
parallele equivale a tre piramidi, che hanno 
per altezza comune V altezza del tronco , e le 
cui basi sono la base inferiore del tronco, la 
sua base superiore, ed una media proporzio- 
nale fra queste due basi. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA 

* m 

Pig.nG. « taglia un prisma triangolare, di cui ABC 
è la base, con un piano DES inclinalo a questa 
base , il solido ABCDES , che resulta da questa 
lezione, sarà eguale alla somma di tre piramidi, 
i vertici delle quali sono D, E, S, e la base 
comune ABC. 

Per i tre punti S, A, G fate passare il piano 
SAC, che toglierà dal prisma troncato ABCDES 
la piramide triangolare SABC : questa piramide 
ha per base ABC, e per vertice il punto S. 

Dopo aver tolta questa piramide, reste: àia 
piramide quadrangolare SACDE, di cui S è il 
vertice, ed ACDE la base. Per i tre punti S, 
E, C conducete parimente un piano SEC, che 
dividerà la piramide quadrangolare in due pira- 
M triangolari SACE , SCDE* 
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La piramide SAEC , che ha per Lase il trian- 
golo AEC, e per vertice il punto S , è equiva- 
lente ad una piramide EABC, che avesse per 
hase AEC , e per vertice il punlo B. Imperocché 
queste due piramidi hanno la medesima hase 5 
desse hanno ancora la medesima altezza , poiché 
la linea BS , essendo parallela a ciascuna delle 
linee AE , CD , è parallela al loro piano ACE 5 
dunque la piramide SAEC è equivalente alla 
piramide EABC, la quale può essere considerata 
come se avesse per hase ABC, e per vertice 
il punto E. v 

La terza piramide SCDE può esser cangiata 
primieramente in ASCD ; poiché queste due 
piramidi hanno . la medesima base SCD ; desse 
hanno ancora la medesima altezza , perché ÀE 
è parallela al piano SCD ; dunque 4a piramide 
SCDE è equivalente ad ASCD. In seguito la 
piramide ASCD può esser cambiata in ABCD, 
perché queste due piramidi hanno la base comu- 
ne ACD: esse hanno ancora la medesima altez- 
za, poiché i loro vertici S,e B sono situati so- 
pra una parallela al piano della base. Dunque la 
piramide SCDE, equivalente ad ASCD , è ancora 
equivalente ad ABCD : ora questa piramide può 
essere riguardata, come se avesse per base ABC, 
e per vertice il punto D. 

Dunque linai mente il prisma troncato ABCDES 
è uguale alla somma di tre piramidi . che 1 anno 
per base comune ABC, e i di cui vertici sono 
respettivamente i punti D, E, S. 

Cornila/ 10, Se le costole AE,BS, CD sono 
perpendicolari al piano della base, desse saranno 
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nel medesimo tempo le altezze delle tre pira- 
midi , che compongono insieme il prisma tron- 
cato; di modo che la solidità del prisma tron- 
cato sarà allora espressa per JABCXAE-*- ^ABC 
XBS-4-f ABCXCD; quantità, che riducesi » 
^ABCX (AE+BS-+-CD). 

PROPOSIZIONE XXIII. 

• - ... 

TEOREMA 

* * 

Due piramidi triangolari simili hanno le fac 
eie omologhe simili , e gli angoli solidi omologhi 
uguali, 

Fig.ao3. Secondo la definizione, le due piramidi trian- 
golari SABC, TDEF sono simili se i due trian- 
goli SAB, ABC sono simili ai due TDE, DEF, 
e similmente disposti , cioè , se si ha l'angolo 
ABS=DET, BAS=EDT, ABG=DEF, BAG= 
EDF, e se inoltre V inclinazione dei piani SAB, 
ABC è uguale a quella dei piani TDE , DEF : 
posto ciò, dico che queste piramidi hanno tutte 
le faccie respettivamente simili , e gli angoli 
solidi omologhi uguali. 

Prendete BG=ED, BH=EF , BI=ET , e 
tirale GH , Gì, IH. La piramide TDEF è 
uguale alla piramide IGBH ; poiché , avendo 
preso i lati GB , BU uguali ai lati DE, EF , e 
1 angolo GBH essendo per supposizione uguale 
all'angolo DEF, il triangolo GBH è uguale a 
DEF 5 dunque, per effettuare la sopraprposizioue 
delle due piramidi, si può primieramente situare 
k base DEF sulla sua uguale GBH \ dipoi > 
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giacché il piano DTE è tanto inclinato sopra 
DEF quanto il piano SAB sopra ABC, è chiaro 
che il piano DET cadrà indefinitamente sopra il 
piano ABS. Ma, per supposizione, l'angolo 
DET=GBI ; dunque ET cadrà sul suo uguale 
BI 5 e poiché i quattro angoli D, E, F, T 
coincìdono con i quattro G, B, H, I, ne se- 
gue * che la piramide TDEF coincide colla * *• 
piramide IGBH. 

• Ora, a cagione dei triangoli uguali DEF, 
GBH , si ha V angolo BG H s=EDF= B AC ; dun- 
que GH é parallelo ad AC. Per una ragione si- 
mile Gì è parallelo ad AS; dunque il piano 
IGH è parallelo a SAC*. Da ciò segue che il* i5 } 5. 
triangolo IGH , o il suo uguale TDF, è simile 
a SAC *, e che il triangolo 1BH , o il suo uguale * i5« 
TEF, è simile a SBC ; dunque le due piramidi 
triangolari simili SABC, TDEF hanno le quat- 
tro faccie respettivamente simili : dipiù hanno 
gli angoli solidi omologhi uguali. 

Imperocché si é digià situato Y angolo solido 
£ sul suo omologo B, e si potrehhe fare lo stes- 
so per due altri angoli solidi omologhi ; ma si 
vede immediatamente che due angoli solidi omo- 
loghi sono uguali , per esempio , gli angoli T, e S, 
poiché son formati .da tre angoli piani respet- 
tivamente uguali , e similmente disposti. 

Dunque due piramidi triangolari simili hanno 
le faccie omologhe simili , e gli angoli solidi 
omologhi uguali. 

Corollario J. I triangoli simili nelle due pira- 
midi danno le proporzioni AB : DE: jBC : EF 

: : AC : df; : as : dt: :SB : te : : se : TF$ 

E lem. di Geom. 19 
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dunque nelle piramidi triangolari simili i lati 
omologhi sono proporzionali. 

Corollario 11, £ poiché gli angoli solidi omo- 
loghi sono uguali, ne segue che V inclina tione 
Hi due faccio Qualunque d'una piramide è uguale 
all' inclinazione delle /accie omologhe della pi* 
ramide simile. 

Corollario III. Se si taglia la piramide trian- 
golare SABC con un piano G1H parallelo ad 
una delle faccie SAC , la piramide parziale 
BGIH sarà simile alla piramide intera BASC : 
poiché i triangoli BGI , BGH son respetti fa- 
mente simili ai triangoli BAS, BAC, e simil- 
mente disposti; r inclinazione dei loro piani è 
la medesima da amhe le parti; dunque le due 
piramidi sono simili, 

Fig.»!4. Corollario ìf. In generale, se si taglia una 
piramide qualunque SAJBCDE con un piano abcde 
parallelo ulUi base, la piramide parziale S abcde 
sarà simile alla piramide intera SABCDE, Poi- 
chè le basi ABCDE, abcde sono simili , e ti- 
rando AC, flr, si è adesso provato che la pi- 
ramide triangolare SABC è simile alla pira* 
mide $ab<; dunque il punto S è determinato 
per rapporto alla base ABC , come il punto S 

•Prf.f8.fo è per rapporto alla base alfe •*$ dunque le due 
piramidi SABC DE , Sabcde sono simili.- 

Scolio, la vece de? cinque dati richiesti dalla 
Definizione perchè due piramidi triangolari siano 
simili, si potrebbe sostituirne altri cinque secondo 
differenti combinazioni, e ne insulterebbero al* 
frettanti Teoremi, fra' quali si può distinguer© 
questo ; Due piramidi triangolari sono simili 
(/uando hanno i lati omologhi proporzionali, 
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Poiché, se si hanno le proporzioni AB : DE Fig 

: : bc : ef ; : ac : df : : as : dt: : sb : te 

r.SC lTF, il che comprende cinque conili- 
«ioni, i triangoli ABS, ABC saranno simili ai 
triangoli DET, DEF, e similmente disposti. Si 
avrà pure il triangolo SBC simile a TEF ; dun- 
que 1 tre angoli piani, che formano l'angolo 
solido B, saranno uguali respetiiv amento agli 
angoli piani, che formano l'angolo solido E; 
donde ne segue che l'inclinazione dei piani 
SAB , ABC è uguale a quella dei loro omologhi 
TDE, DEF, e che perciò le due piramidi sono 
simili. * 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA 

Due poliedri simili hanno le f accie omologhe 
simili , e gli angoli solidi omologhi uguali, 

SiaABCDEla base d'un poliedro; s : ano M,Fig **9» 
e N i vertici di due angoli solidi fuori di questa 
base , determinati dalle piramidi triangolari 
MABC , NABC , la cui base comune è ABC ; 
siano neir altro poliedro abcde la base omologa 
o simile ad ABCDE , m , e n i vertici omologhi 
a M, e N , determinati dalle piramidi mubr^nabc 
simili alle piramidi MABC, NABC; dico pri- 
mieramente che le distanze MN, mn sono pro- 
porzionali ai lati omologhi AB , ad. 

Infatti, essendo simili le piramidi MABC, 
m«/*, Y inclinazione dei piani MAC, BAC è 
uguale a quella dei piani mac , hnc ; parimente, 
essendo simili le piramidi NABC, nube , l'indi* 
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nazione dei piani NAC, BAC è uguale a quella 
dei piani nac y bac% dunque , se . si tolgano le 
prime inclinazioni dall'ultime , resterà T inclina- 
zione dei piani NAC, MAC uguale a quella dei 
piani nac , mar. Ma , a motivo della similitudine 
delle stesse piramidi , il triangolo MAC è simile 
a mac 9 ed il triangolo NAC è simile a noe-, 
dunque le due piramidi triangolari MNAC, mnac 
hanno due faceie res petti vara ente simili , simil- 
mente disposte , ed ugualmente inclinate fra 
* * 5 ' loro ; dunque queste piramidi sono simili * , t 
i loro lati omologhi danno la proporzione 
MN ; mnllAM l am. D'altronde AM l ami: 
AB ! aò; dunque MN : mnllABy.ab. 

Siano P, e p due altri vertici omologhi dei 
medesimi poliedri ; si avrà similmente PN • pn 
l : AB ! ab, PM : pmy.AB: ab\ dunque MN : 
r»n;;PN : ^;;PM : pm. Dunque il triangolo 
PNM, che unisce ire vertici qualunque d' un 
poliedro , è simile al triangolo pnm, che unisce 
i tre vertici omologhi dell* altro poliedro* 

Siano inoltre Q, e q due vertici omologhi , 
ed il triangolo PQN sarà simile a pqn. Dico di 
più che T inclinazione dai piani PQN , PMN è 
uguale a quella dei piani pqn , puut. 

Poiché , se si tirino QM , e qm , si avrà sem- 
pre il triangolo QNM slmile a qnm y e per con- 
seguenza l'angolo QNM uguale a qnm. Conce- 
pite in N un angolo solido formato dai tre 
angoli piani QNM, QNP, PNM, ed in n un 
al tr* angolo solido formato dai tre angoli pia- 
ni qnm, qnpipnm: poiché questi angoli piani 
sono respetti vamen te uguali, ne segue che gli 
ugoli solidi sono uguali. Dunque l'inclinazione 
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«tei due piani PNQ, TNM è uguale a quella 
dei loro omologhi pnq , ;>nm ; dunque , se i due 
triangoli PNQ , PNM fossero in • un medesi- 
mo piano , nel qual caso si avrebbe l'angolo 
QNM=QNP-*-PNM , si avrebbe pure V angolo 
qnm=ujnp-+pnm , ed i due triangoli qnp i pnm 
sarebbero pure in un medesimo p<ano. 

Tutto ciò , che abbiamo dimostrato , ha luogo 
qualunque siano gli angoli M , N , P , Q para- 
gonati ai loro omologhi ro, n , /?, q. 

Supponiamo adesso che la superfìcie A 3 uno 
dei poliedri sia divisa in triangoli ABC, ACD, 
MNP, NPQ, ec. , si vede che la superfìcie 
dell'altro poliedro conterrà un ugual numero 
di triangoli ohe , ned, mnp , npq , ec, simili, c 
similmente disposti ; e se più triangoli , come 
MFN, NPQ, ec. , appartengono ad una mede- 
sima faccia, e sono in un medesimo piano, i 
loro omologhi tnpn , npq , ec. saranno pari- 
mente in un medesimo piano. Dunque ogni faccia 
poligona in un poliodro corrisponderà ad una 
faccia poligona simile neir altro poliedro; dun- 
que i due poliedri saranno compresi da un me- 
desimo numero di piani simili e similmente 
disposti. Dico di più che gli angoli solidi omo- 
loghi saranno uguali. 

Poiché, se Fangolo solido N, per esempio, è 
formato dagli angoli piani QNP , PNM , MNR, 
QNIi , Y angolo solido omologo n sarà formato 
dagli angoli piani qnp , punì , mnf , qnr. Ora 
questi angoli piani sono respettivamente uguali , 
e T inclinazione di due piani adiacenti è uguale 
a quella dei loro omologhi; dunque i due an- 
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goli solidi sono uguali , giacché possono essere 
soprapposti. 

Dunque finalmente due poliedri simili hanno 
le faccie omologhe simili , e gli angoli solidi 
omologhi uguali. 

Corollario. Segue dalla dimostrazione prece- 
dente che , se con quattro vertici d'un poliedro 
si formi una piramide triangolare, e si formi 
pure un'altra piramide con i quattro vertici 
omologhi d'un poliedro simile, queste due 
piramidi saranno simili , perchè avranno i lati 
a". Se. omologai proporzionali *. 

Si vede nel tempo stesso che due diagonali 
iS, 3. omologhe*, per esempio, AN, an stanno fra 
loro come due lati omologhi AB, 

PROPOSIZIONE XXV* 

TEOREMA 

Due poliedri simili possono dividersi in un 
medesimo numero di piramidi triangolari simili 
r respettivamente , e similmente disposte. 

Poiché si è già veduto che le superficie dei 
due poliedri si possono dividere in un medesima 
numero di triangoli simili vespettivamente , e 
similmente disposti. Considerate tutti i triangoli 
d'un poliedro fuorché quelli , che formano l'an- 
golo solido A, come basi di altrettante piramidi 
triangolari, il cui vertice è in A 5 queste piramidi 
prese insieme compongono il poliedro: dividete 
parimente l'altro poliedro in piramidi , che ab- 
biano per vertice comune quello dell'angolo* a 
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omologo ad A; è chiaro che la piramide, la 
quale congiunge quattro vertici d'un poliedro, 
sarà simile alla piramide, che congiunge i quat- 
tro vertici omologhi dell'altro poliedro. Dunque 
due poliedri simili ec. 

PROPOSIZIONE XXVL 

TEOilEMA • 

Duo piramidi simili stanno fra loto come i 
cubi rtei ìali omologhi. 

Poiché, essendo simili due piramidi, la mi-Fig-ai \* 
nore potrà esser situata sulla maggiore in ma- 
niera che ahhiano l'angolo solido S comune. 
Allora le basi ARCDE, abcdo. saranno parallele $ 
poiché, siccome le faccie omologhe sono simili*, * *5. 
l'angolo Sab è uguale a SAB, come pure Sbc a 
SBC ; dunque il piano abc è parallelo al piano 
ABC*. Posto ciò, sia SO la perpendicolare ab-* i3, r >. 
bassata dal vertice S sul piano ABC , e sia o il 
punto ove questa perpendicolare incontra il 
piano abc ; si avrà , secondo quello , che già si è 
dimostrato *, SO ; So ; : SA : Sai :AB : ab 3 e ♦ l6 
per conseguenza 

|SO: £So::AB:*ft. 

Ma , essendo le basi ABCDE > abcdo figure simi- 
li , si ha 

ABCDE : abcde;:AB : ab. , 

Moltiplicando queste due proporzioni termine 
per termine , ne risulterà la proporzione 

, abcdex^so : abcdex\So::AB 

ora ABCDE Xi SO è la solidità della piramide 

S ABCDE*, e «JcrfeXJSo è quella della pira-* l8 . 
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mide Sabcde ; dunque due piramidi simili stanno 
* fra loro come i cubi dei loro lati omologhi. 

PROPOSI ZI O NE XXVII. 

TEOREMA 

Duo poliedri simili stanno fra loro come i cubi 
dei lati omologhi. 
Fif;.3i9» Imperocché due poliedri slmili possono esser 
divisi in un medesimo numero di piramidi Iriau- 
* a5 - golari respettivamente simili*. Ora le due pira* 
■ midi simili APNM, apnm stanno fra loro come 
i cubi dei lati omologhi AM, am, o come i cubi 
dei lati omologhi AB, ab. Lo stesso rapporto 
avrà luogo fra due altre piramidi omologhe qua- 
lunque ; dunque la somma di tutte le piramidi, 
che compongono un poliedro , ossia il poliedro 
stesso, stà all'altro poliedro, come il cubo d'un 
Iato qualunque del primo stà al cubo del lato 
omologo del secondo. 

Scotio generale 

9 

Possiamo presentare in termini algebrici, 
cioè nella maniera più succinta, la ricapitola- 
zione delle principali Proposizioni di questo 
Libro concernenti le solidità dei poliedri. 

Sia B la base d' un prisma , A la sua altezza ; 
la solidità del prisma sarà BXA, o BA. 

Sia B la base d' una piramide, A la sua altez- 
za ; la solidità della piramide sarà BXfA, o 

AX iB, ofBA. 

Sia A V altezza d'un tronco di piramide a basi 

parallele j siano B, e B' le sue basi 5 VBB' sarà 
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la solidità del tronco sarà UX(B-+B'-*VBB / ). 

Sia B la base d' un tronco di prisma triango- 
lare, A, A', A" siano le altezze de' suoi tre vertici 
superiori rispetto alla base ; la solidità del pri- 
sma troncato sarà ^BX(A-hA'-t-A"). 

Siano finalmente P, e p le solidità di due 
poliedri simili; A, ed a due lati o due diago- 
nali omologhe di questi poliedri ; si avrà Vip 
• .a m a . 



■ • 

♦ 
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1 LIBRO SETTIMO 

LA SFERA. 



DEFINIZIONI 

U La s/iva è un solido terminato da una 
superficie curva, di cui tutti i punti sono ugual- 
mente distanti da un punto interno, che si chia- 
ma centro» 

Fig.no. Si può immaginare che la sfera sia prodotta 
dalla rivoluzione del semi-circolo DAE intorno 
al diametro DE ; poiché la superfìcie descritta 
con tal movimento dalla curva DAE avrà tutti 
i suoi punti a distanze uguali dal centro C. 

li. Il raggio della sfera è una linea retta con 
dotta dal centro a un punto della sua superficie ; 
il diameli*), o asso è una linea, che passa pel 
centro, e termina da ambe le parti alla superficie. 

Tutti i raggi della sfera sono uguali 5 tutti i 
diametri sono uguali, e doppj del raggio. 
* *• in. Si dimostrerà* che ogni sezione delia sfera 
fatta da un piano , è un circolo : posto ciò , si 
chiama gran circolo la sezione , che passa pel 
centro , piccolo circolo quella , che non vi passa. 

iv. Un piano è tangente della sfera quando 
non ha che un solo punto comune colla super- 
ficie della sfera medesima. 
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v. Il polo rf un circolo della sfera è nn punto 
della sua superficie ugualmente lontano da tutti 
i punti della circonferenza di questo circolo. Si 
farà vedere* che ogni circolo, grande, o piccolo, * <k 
ha sempre due poli. 

vi. Triangolo sferico è una parte della super- 
ficie della sfera racchiusa da tre archi di circoli 
grandi. 

Questi archi, che si chiamano i lati del trian- 
golo , vengono sempre supposti miuori della 
semi-circonferenza. Gli angoli , che i loro piani 
fanno tra loro, sono gli angoli del triangolo. 

vii. Un triangolo sferico prende il nome di 
rettangolo , isoscele, equilatero ne' casi stessi d'un 
triangolo rettilineo. 

vili. Poligono sferico è una parte della super- 
ficie della sfera racchiusa da più archi di èrcoli 
grandi. 

ix. Fuso è la parte della superficie defila sfera 
compresa fra due grandi semi-circoli , che ter- 
minano a un diametro comune. 

X. Chiamerò cuneo , o unghia sferica la parte 
del solido della sfera compresa fra i medesimi 
grandi semi -circoli , edalla quale il fuso serve 
di base. 

xi. Piramide sferica è la parte del solido della 
sfera compresa fra i piani d' un angolo solido f 
il cui vertice è al centro. La base della pira- 
mi de è il poligono sferico intercetto tra i me- 
desimi piani. 

xn. Si chiama sona la parte della superficie 
della sfera -compresa fra due piani paralleli, che 
ne sono le basi* Uno di questi piani può esser 
tati gente della sfera ; allora la zona non ha che 
una base» 
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xm. Segmento sferico è la porzione del solida 
della sfera compresa fra due piani paralleli , eh* 
ne sono le basi, 

Uno di questi piani può essere tangente della 
sfera; allora il segmento sferico non ha che una 
base, * • 

Xtv. U altee ta d' una ssona , o d 9 un segmento 
è la distanza dei due piani paralleli, che ton le 
basi della zona , ò del segmento. \i 
o. xv. Mentre il semi-circolo DAE girando 
intorno al diametro DE descrive la sfera, ogni 
settore circolare, come DCF, o FCH , descrive 
un solido , che si chiama settore* sferico. 

PROPOSIZIONE L 

TEOREMA 

Qualunque sezione della sfera, fatta per me*go 
d' un piano , è un circolo. 

. Sia AMB la sezione fatta da un piano nella 
sfera , il cui centro è C. Dal punto C conducete 
la perpendicolare CO sul piano AMB , e diverse 
rette CM, CM, CB a differenti punti della curva 
AMB, che termina la sezione. 

Le oblique CM, CM, CB sono uguali , poi- 
ché sono raggi della sfera ; esse son dunque ugual- 
. mente lontane dalla perpendicolare CO*; dun- 
que tutte le linee OM , OM , OB sono uguali ; 
dunque la sezione AMB è un circolo , di cui il 
punto O è il centro. 

Corollario 1. Se la sezione passa pel centro 
della sfera , il suo raggio sarà il raggio della 
sfera ; dunque tutti i circoli grandi sono uguali 
fra loro. 

Colcoliano li. Due circoli grandi si tagliano 
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-sempre in due parti uguali ; poiché la loro comune 
intersezione, passando pel centro, è un dia Dietro. 

Corollario III. Ogni gran circolo divide la 
sfera, e la sua superficie in due parti uguali .-poi- 
che se, dopo aver separati idue emisferi, si ap- 
plicano sulla base comune rivolgendo la loro con- 
vessità dal medesimo lato, le due superficie coin- 
cideranno runa coll'altra, senza di che vi sarebbe- 
ro dei punti più vicini al centro gli uni degli altri. 

Corollario IF. 11 centro d'un piccolo circolo, ftg.aai. 
e quello della sfera sono sopra la medesima retta 
perpendicolare al piano del circolo piccolo. 

Corollario F. I circoli piccoli sono tanto più 
piccoli quanto sono più lontani dal centro della 
sfera 5 poiché, quanto è più grande la distanza 
CO, tonto è più piccola la corda AB, diametro 
del piccolo circolo AMR. 

Corollario FL Per due punti dati sulla superfi- 
cie d'una sfera si può far passare un arco di circo- 
lo grande ; poiché i due punti dati, e il centro 
della sfera sono tre punti , che determinano la 
posizione d'un piano. Frattanto , se i due punti 
dati fossero alle estremità d' un diametro , allora 
questi due punti ed il centro sarebbero in linea 
retta, e vi sarebbe un'infinità di circoli gr andi, 
<;lie potrebber passare pei due punti dati. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

■ 

In ogni triangolo sferico ABC un lato qua- rtg.aaa. 
In n quo è minore della somma degli altri due. 

Sia O il centro della sfera , e siano condotti 
i raggi OA, OB, OC. Se immaginano i piani 
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AOB, AOC, COB , questi piani formeranno al 
punto O un angolo solido , e gli angoli AOB , 
AOC , COB avranno per misura respettiva i lati 
AB , AC , BC del triangolo sferico ABC. Ora 
ciascuno dei tre angoli piani , che compongono 
T angolo solido, è minore della somma degli altri 
* ai, 5. due* ; dunque un lato qualunque del triangolo 

ABC è minore della somma degli altri due. 

... . * *. • ; 

PftOPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Il più corto vì aggio da un punto ad un altro 
sulla superficie della* sfera è l' arco di cinolo 
grande , che unisce i due punti dati. 
Fig.a»3. Sia A1NB l'arco di circolo grande, che uni- 
sce i punti A, e B; e sia fuori di quest'arco, se 
à possibile, M un punto della linea la più corta 
fra A, e B. Pel punto M conducete gli archwdi 
circolo grande MA, MB, e prendete BN=MB. 

Pel Teorema precedente , l'arco ANB è più 
corto di AM-t-MB; togliendo da ambe le parti 
BN=BM, resterà AN<AM. Ora la distanza da 
B a M, ossia ch'essa si confonda coli' arco BM, 
o ch'ella sia qualunque altra linea, è uguale 
alla distanza da B a N ; poiché , facendo girare 
il piano del circolo grande BM intorno al dia- 
metro , che passa per B, si può condurre il punto 
M sul punto N , e allora la linea più corla da 
M a B , qualunque ella sia , si confonderà con 



n 
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una parie uguale da M a B, e da N a B. 11 
primo viaggio , per supposizione , è il più coi- 
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to : dunque la distanza da A a M è più corta della 
distanza daAa'N, il che sarebbe assurdo, poi- 
ché V arco AM è maggiore di AN : dunque alcun 
punto della lìnea la più corta fra A, e B non può 
essere fuori dell'arco ANB; duuque quast'arco 
stesso è la linea più corta fra le sue estremità. 

PROPOSIZIONE IV. . . ! 

T E O REMA 

La somma dei tre lati d'un triangolo sferico 
è minore della circonferenza d'iin a ir voto grande. 

Sia ABC un triangolo sferico qualunque; pro-Kg* &*4« 
luogate i lati AB, AC finché s'incontrino di nuo- 
vo iu D. Gli archi ABD, ACD saranno delle semi- 
circonferenze , poiehè due circoli grandi si taglia- 
no sempre in due parti uguali*: ma nel triangolo * l ' 
BCD il lato BC<BD-f-CD*: aggiungendo da*»- 
ambedue le parti AB-t-AC-, si avrà AB-+AC-K 
BC<ABD-+ACD, cioè minore d'una intera cir- 
conferenza. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

La somma dei lati d' ogni poligono sferico è 
minore della circonferensà d* un circolo grande. 
Sia, per esempio , il pentagono ABCDE 

Prolungate i lati AB, DC finché s'incontrino in 
: poiché BCè minore di BF-+CF, il contorno 
del pentagono ABCDE è minore di quello del 
quadrilatero AEDF. Prolungate nuovamente i 
lati AE,FD fino al loro incontro in G; si avrà 
ED<cEG-f GD ; dunque il contorno del quadi'U 
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latero AEDF è minore di quello del triangolo 
AFG; questo è minore della circonferenza d'un 
circolo grande : dunque a più forte ragione il 
contorno del poligono ABCDE è minore della 
medesima circonferenza 

Scolio. Questa Proposizione è in sostanza la 
stessa della XXII.» del Libro Y. ; perche, se 
O è il centro della sfera, si può immaginare al 
punto O un angolo solido formato dagli angoli 
piani AOB , BOC , COD , ec. , e la somma di 
questi angoli debb'esser minore di quattro an- 
goli retti; il che non differisce dalla Proposi- 
„ none presente. La dimostrazione , che ora n'ab- 
biamo data, è differente da quella del Libro V.; 
Funa, e l'altra suppongono che il poligono 
ABCDE sia eonresso , oppure, che nessuno dei 
suoi lati prolungato tagli la figura. 

PROPOSIZIONE VI. 

T E O B E M A 

Fig.aao. Se si conduce il diametro DE perpendicolare 
al piano del circolo grande AMB , le estremità 
D , ed E di questo diametro saranno i poli del 
circolo AMB , e di tutti i piccoli circoli , come 
FNG , die gli son o paralleli* 

Poiché DC , essendo perpendicolare al piano 
AMB, è perpendicolare a tutte le rette CA, 
CM, CB , ec. condotte dal suo piede in questo 
piano; dunque tutti gli archi DA, DM, DB, ec. 
sono quarte parti di circonferenza ; lo stesso è 
degli archi EA, EM, EB, ec. ; dunque i punti D, 
*d E sono ciascuno ugualmente lontani da tutti 
i punti della circonferenza AMB; dunque essi 

*bvi.£ t sono i poli di questa circonferenza*. 



i i n n o m. 

In secondo luogo il raggio DC, pérpendico- 
lare al piano AMB, è perpendicolare al suo pa- 
rallelo FNG ; dunque passa pel centro O dei 
circolo FNG* ; dunque, se si tirino le oblique * i. 
DF, DN, DG, queste oblique si allontaneranno 
ugualmente dalla perpendicolare DO, e saranno 
uguali. Ma, essendo uguali le corde, sono 
uguali gli" archi corrispondenti ; dunque tutti gli 
archi DF, DN, DG , ec. sono fra loro uguali y 
dunque il punto D è il polo del circolo piccolo 
FNG, e per la medesima ragione il punto E è 
r altro- poi a. 

Corollario I. Ogni arco DM condotto da un 
punto dell'arco di circolo grande AMB al suo 
polo è un quarto di circonferenza , che noi per 
abbreviare chiameremo quadrante $ e questo 
quadrante fa nel medesimo tempo un angolo ret- 
to coli* arco AM. Poiché, essondo la linea DC 
perpendicolare al piano AMC, ogni piano DMG 
che passa per la linea DC , è perpendicolare al 
piano AMC*; dunque Y angolo di questi piani, *c8,>. 
o, seguendo la Definizione VI., Y angolo ÀMD, 
è un angolo retto. 

Corollario Ih Per trovare il polo d'un arco- 
dato AM conducete l'arco indefinito MD per- 
pendicolare ad AM ; prendete MD uguale a un 
quadrante , ed il punto D sarà uno dei poli del- 
l'arco AM ; ovvero conducete per due punti A, 
e M gli archi AD, e MD perpendicolari ad AM, 
il punto d'incontro D di questi due archi sarà 
il polo richiesto. 

Corollario III, Reciprocamente , se la distanza 
del punto D da ciascuno dei punti A , e M è 
ugnale a un quadrante , dico che il punto D sarà 
Ehm, di Geom. io 
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il polo dell'arco AM,e che nel medesimo tempa 
gli angoli DAM, AMD saranno retti. 

Perchè siaC il centro della sfera, e siano con- 
dotti i raggi CA, CD, CM: poiché gli angoli 
ACD, MCD sono retti , la linea CD è perpen- 
dicolare alle due rette CA,CM; essa dunque è per- 
pendicolare al loro piano ; dunque il punto D 
è il polo delFarco AM; ed in conseguenza gli 
àngoli DAM , AMD sono relti. 

Scolio. Lè proprietà dei poli permettono di 
segnare sulla superficie della sfera archi di cir- 
colo colla jnedesima facilità come sopra una su- 
perficie piana. Si vede , per esempio , che facen- 
do girare l'arco DF, o qualunque altra linea 
dello stesso intervallo intorno al punto D, l'estre- 
mità F descriverà il piccolo circolo FNG ; e, 
se si fa girare il quadrante DFA intorno al punto 
D , V estremità A descriverà V arco di circolo 
grande AM. 

Se bisogni prolungare 1' arco AM , o se non 
siano dati che i soli punti A, e M, per cui deve 
passare quest' areo , si determinerà prima il polo 
D mediante l'intersezione di due archi descritti 
dai punti A, e M, come centri, con un inter- 
vallo uguale al quadrante. Essendo trovato il polo 
D, si descriverà dal punto D , come centro , e 
col medesimo intervallo l'arco AM, ed il suo 
prolungamento. # 

Finalmente , se da un punto dato F si deve 
abbassare un arco perpendicolare sull'arco dato 
AM , si prolungherà quest' arco in S fino a che 
l'intervallo FS sia eguale a un quadrante ; in 
seguito dal polo S , e col medesimo intervallo 
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si descriverà l'arco PM , che sarà l'arco per- 
pendicolare richiesto. 

FROPOSIZIONE VII. 

TEOUEMA 

Ogni piano perpendicolare all' estremità d'un 
raggio è tangente della sfera. 

Sia FAG un piano perpendicolare all'estre-Fig.aaS 
mità del raggio OA$ se si prende un punto qua- 
lunque M su questo piano , e si tirano OM, 
ed AM, V angolo OAM sarà retto, e però la 
distanza OM sarà maggiore di OA. Il punto M 
è dunque fuori della sfera ; e siccome è lo stesso 
pei* ogni altro punto del piano FAG , ne segue 
che questo piano non, ha che il solo punto A 
comune colla superficie della sfera; dunque egli 
è tangente di questa superficie*. 9èì*4 

Scolio. Si può dimostrare parimente che due sfe- 
re non hanno che un solo punto comune, e souo 
per conseguenza tangenti l'una dell'altra , quan- 
do la distanza dei loro centri è ugnale alla som- 
ma , o alla differenza dei loro raggi : allora i 
centri, ed il punto di contatto sono in linea retta. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

L' angolo BAC , che fanno tra loro due archivi g.»26. 
di circoli grandi AB, AC, è uguale all' angolo 
FAG formalo dalle tangenti di questi archi al 
punto A; desso ha per misura l'arco DE de- 
scritto dal punto A come polo fra i lati AB , 
AC , prolungali se sia necessario. 
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Poiché la tangente AF condotta ner piano» 
dell'arco AB è perpendicolare al raggio AO; 
la tangente AG condotta nel piano dell' arca 
AC è perpendicolare al medesimo raggio AOj* 
dunque V angolo FAG è uguale all'angolo dei 
* *7j 5* piani OAB, OAC*, eh' è quello degli archi AB, 
AC , e che s' indica con BAC. 

Parimente, se l'arco AD è uguale a un qua- 
drante , come pure AE , le linee OD, OE saranno- 
perpendicolari ad AO, e l'angolo DOE sarà pure 
uguale all'angolo dei piani AOD, AOE ; dunque 
l'arco DE è la misura dell'angolo di questi 
piani, ossia la misura dell'angolo BAC. 

Corolla rio. Gli angoli dei triangoli sferici pos- 
sono paragonarsi fra loro per mezzo degli archi 
di circoli grandi descritti dai loro vertici come 
poli, e compresi fra i loro lati. Laonde è facile 
fare un angolo sferico uguale ad un angolo dato. 
Fig.a38. Scolio. Gli angoli opposti al vertice, tali come 
ACO e BCN, sono eguali; poiché l'uno o l'al- 
tro è sempre l'angolo formato dai due piani 
ACB, OCN. 

Si vede pure che nell'incontro di due archi 
ACB , OCN i due angoli adiacenti ACO , OCB , 
presi insieme , equivalgono sempre a due angoli 
retti. 

PROPOSIZIONE IX. 

» ■ 

TEOREMA 

Fig.237. Essendo dato il triangolo sferico ABC, se dai 
punii A, B, C come poli si descrivano gli archi 
EF, FD, DE, che formino il triangolo DEI?, 
reciprocamente i tra punti D, E, F, saranno i 
poli dei lati BC , AC , AB. / 
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Imperocché, essendo il punto A il polo dell'ara 
co EF , la distanza AE è un quadrante 5 essendo 
il punto C il polo dell'arco DE , la distanza CE 
è parimente un quadrante 5 dunque il punto E 
è lontano un quadrante da ciascuno dei punti 
A, e C ; esso dunque è il polo defi' arco AC*. * 6 - 
Si dimostrerà del pari che D è il polo dell'arco *' 
BC , e F quello dell'arco AB. 

Corollario* Dunque il triangolo ABC può 
esser descritto per mezzo di DEF % come DEF 
per mezzo di ABC. 

PROPOSIZIQNE JL 

TEOREMA 

Poste le medesime cose che nel Teorema pre-&&**7 
cedente , ciascun angolo d 9 un dei triangoli ABC, 
DEF avrà per misura la semi-ci rconj ere nsa 
meno il lato opposto nelV altro triangolo» 

Siano prolungati , s'è necessario , i lati AB r 
AC fino all'incontro di EF in G, eH: poiché il 
punto A è il polo dell' arco GH , l' angolo A 
avrà per misura l'arco GH. Ma l'arco EH è 
un quadrante, come pure GF, giacché E è il 
polo di AH , e F è il polo di AG : dunque 
EH-t-GF equivale ad una semi-circonferenza • 
Ora EH+GF è lo stesso che EF-+GH ; dunque 
V arco GH , che misura l' angolo A, è 1 uguale ad 
una semi-circonferenza meno il lato EF : pari- 
mente l'angolo B avrà per misura %circ— DF , 
e l'angolo C avrà per misura $circ* — DE. 

Questa proprietà dev'esser reciproca fra i due^ 
triangoli , giacché si descrivono nella stessa ma- 
niera l' uno col mezzo dell' altro. Cosi trovere- 
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• 

mo che gli angoli D, E, F del triangolo DEF 
hanno per misura respettivamente %circ, — BC, 
£cire. — ÀC,£cf/v. — AB. lofatti l'angolo D, per 
♦ esempio , ha per misura V arco MI : ora MI-+ 
BC=MC-4 BI=aCi>t.: dunque l'arco MI, misura 
dell'angolo D,= 'circ— BG 5 e così degli altri. 

Fig.*28. Scolio • Bisogna osservare che oltre al trian- 
golo DEF se ne potrebbero formare tre altri me- 
diante V intersezione dei tre archi DE, EF, DF. 
Ma la Proposizione attuale non ha luogo che pel 
triangolo centrale, eh' è distinto dagli altri tre 

Fig.227. in ciò che i due angoli A, e D son situati da una 
medesima parte di «BC, 1 due B, ed E da una 
medesima parte di AC , ed i due C , e F da una 
medesima parte di AB. 

Si danno differenti nomi ai due triangoli ABC, 
DEF: noi gli chiameremo triangoli polari. 

PROPOSIZIONE XI. 

LEMMA 

Fig.**£. Essendo dolo il triangolo ABC, se dal polo 
A, e coli' intervallo AC si descriva l'arco di 
piccolo circolo DEC ; se dal polo B, e coll'inter- 
vzdlo BC si descriva parimente Varco DFC ; e che 
dal punto D, ove gli archi DEC, DFC si taglie- 
ranno , si conducano gli archi di circolo grande 
AD, DB 5 dico che il triangolo ADB così formato 
avrà tutte le sue parli uguali a quelle del trian- 
golo ABC. 

Poiché , per costruzione, il lato AD=AC,DB 
z=BC,AB è comune 5 dunque questi due trian- 
goli hanno i lati respettivamente uguali. Dico 
adesso che gli angoli opposti ai lati respet- 
tivamente uguali sono uguali. 
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*j Infatti, se si suppone il centro della sfera in O, 
si può concepire un angolo solido formato nel 
punto O dai tre angoli piani AOB, AOC, BOC; 
si può concepire parimente un secondo angolo 
solido formato dai tre angoli piani AOB, AOD, 
BOD. E poiché i lati del triangolo ABC sono 
- uguali a quelli del triangolo ABD, ne segue che 
gli angoli piani , i quali formano uno di questi 
angoli solidi , sono respetti vamente uguali agli 
angoli piani , che formano l'altro angolo solido: 
ma in tal caso si è dimostrato * che i piani , in cui * a3 > 5, 
sono gli angoli tignali , sono ugualmente inclinati 
fra loro $ dunque gli angoli del triangolo sferico 
DAB sono uguali a quelli del triangolo CAB , 
cioè DAB=BAC, DBA=ABC , e ADB=ACB : 
dunque i lati, e gli angoli del triangolo ADB sono 
uguali ai lati , ed agli angoli del triangolo ACB. 

Scolio. U uguaglianza di questi triangoli non 
è però on uguaglianza assoluta; y • di soprap- 
posizione, perchè sarebbe impossibile d'appli- 
carli F uno suir altro esattamente, salvo chè non 
fossero isosceli. L'uguaglianza , di cui si tratta, è 
quella , che abbiamo già chiamata uguaglianza per 
simmetria, e in virtù di questa ragione chiamere- 
mo i triangoli ACB , ADB triangoli simmetrici* 

- 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 

Due triangoli situali sopra la medesima sfera, 
o sopra sfere uguali , sono uguali in tutte le loro 
parti quando hanno un angolo uguaU compreso 
fra lati respettivamente uguali. 

Sia il lato AB=EF, il lato AC=EG , e l'anni g.rfo. 
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golo BAC=FEG ; il triangolo EFG potrà essere* 
situato sopra vi triangolo ABC , o sul suo sim- 
metrico ABD, nella medesima maniera che si 
soprappongono due triangoli rettilinei , che han- 
no un angolo uguale compreso fra lati uguali*. 
Dunque tutte le parti del triangolo EFG saranno 
uguali a quelle del triangolo ABC , vale a dire * 
che oltre alle tre parli, che sono supposte uguali* 
/ si avrà il lato BC=FG , V angolo ABC=EFG , 
e V angolo ACB=EGF. 

PROPOSIZIONE xm. 

TEOREMA 

• • . - 

Due triangoli situati sopra la medesima sfera\ 
o sopra sfere uguali , sono uguali in tutte le loro 
parti quando hanno urt lato uguale adiacente a 
due angoli respettiv amente uguali. 

Poiché uno di questi triangoli può essere si- 
tuato sopra T altro, o sul suo simmetrico, come 
si fa nel caso simile dei triangoli rettilinei. V 
Ut Prop. PII f Lib. 1. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Se due triangoli situati sulla medesima sfera 
o sopra sfere uguali , sono equilateri fra loro , 
saranno ancìtc equiangoli , e gli angoli uguali 
saranno opposti ai lati uguali, 
Fig.229. Ciò è manifesto per la Prop. XI. ove si è vedu* 
to che con tre lati dati AB, AC, BC non si pos- 
sono fare che due triangoli ABC, ABD differenti 
in quanto alla posizione delle parti , ma uguali 
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in quanto alla grandezza di queste medesime 
parti. Dunque due triangoli equilateri fra loro 
sono o assolutamente uguali , o almeno uguali 
per simmetria ; essi in ambedue i casi sono equi- 
angoli , e gli angoli uguali sono opposti ai lati 
uguali. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

• • • 

In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli o/>- 
posti ai lati uguali sono uguali; e reciprocamente, 
sa due angoli d' un triangolo sferico sono uguali, 
il triangolo sarà isoscele. 

i.° Sia il lato AB=AC ; dico che si avrà Fan-Fig.^Si. 
golo G=^B : poiché, se dal vertice A al punto D, 
mezzo della base , si conduce F arco AD , i due 
triangoli ABD, ADC avranno i tre lati respeU 
tivamente uguali, cioè AD comune, BD=DC, 
è AB=lAC ; dunque, pel Teorema precedente, 
questi triangoli avranno gli angoli uguali , e 
si avrà B=C. 

2. 10 Sia l'angolo B=C ; dico che si av*à AC 
=AB: poiché, se il lato AB non è uguale ad 
AC , sia AB il più grande de* due; prendete 
BO=AC, e tirale OC. I due lati BO, BC 
sono uguali ai due lati AC , BC ; F angolo com- 
preso dai primi OBC è uguale alF angolo com- 
preso dai secondi ACB. Dunque i due triangoli 
BOC , ACB hanno le altre parti uguali*, e si ha * ia. 
V angolo OCB=ABC : ma , per supposizione , 
V angolo ABC =s ACB; dunque si avrebbe OCB 
= ACB , il che é. impossibile ; dunque non si può 
supporre AB differente da AC ; dunque i lati 
Elem. di Gcom. 21 
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AB, AG opposti agli angoli uguali C,eB sono 
uguali. 

Scolto. La medesima dimostrazione prova che 
l'angolo BAD=DAC,e che l'angolo BDA=ADC. 
Dunque questi due ultimi sono retti : dunque 
l'arco condotto dal vertice d'un triangolo sferico 
isoscele al mezzo della sua base è perpendicolare 
a questa base, e divide l'angolo at vertice stesso 
in due parti uguali P 

PROPOSIZIONE XVI, 

TEOREMA 

■ 

Plg.*3», I* un triangolo sferico ABC, se l'angolo A è 
maggiore dell'angolo B, il lato BC opposto all'an- 
golo A sarà maggiore del lato AC opposto all' an- 
golo B : reciprocamente , se il lato BC è maggiore 
di AC, V angolo A sarà maggiore dell' angolo B. 

1, ° Sia l'angolo A>B 5 fate l'angolo BAD 
#,5. =B, avrete ÀD=DB* ; ma AD-+DG è mag- 
giore di AC ; in vece di AD mettendo DB , si 
avrà DB-hDC , o BC> AC* 

2. ° Se si suppone BC>AC, dico che l'an- 
golo BAC sarà maggiore di ABC: poiché, se 
BAC fosse uguale ad ABC, si avrebbe BC=AC, 
e , se fosse BAC<ABC f si avrebbe , secondo 
ciò che si è dimostrato, BC<AC; il che è 
contra la supposizione. Dunque l'angolo BAC 
è maggiore di ABC. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA 

FS e . ? 3?, Se i due lati AB, AC del triangolo sferico 
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* ABC sono uguali ai due lati DE , DF del trian- 
golo DEF descritto sopra una sfera ugnale ; se 
nello stesso tempo l'angolo A è maggiore delVan* 
golo D ; dico che il terzo lato BC d el primo trian- 
golo sarà maggiore del terzo EF del secondo. 

La dimostrazione è assolutamente simile a 
quella della Prop. X. del LiL. I. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

• » * * 

Se due triangoli descritti sulla medesima sfera 

0 sopra sjere uguali, sono equiangoli fra di loro, 
dessi saranno pure equilateri. 

Siano A, e B i due triangoli dati ; P , e Q i 
loro triangoli polari . Poiché gli angoli sòdo 
uguali nei triangoli À, e B, i lati saranno uguali 
nei polari P , e Q* : ma dall'essere i triangoli * **• 
P , e Q equilateri fra loro, ne segue che dessi sono 
ancora equiangoli*. Finalmente dall'essere uguali * >4- 
gli angoli ne' triangoli P, e Q ne segue * che i * 1 0# 
lati sono uguali nei loro polari A, e B. Dunque 

1 triangoli equiangoli A, e B sono nel medesimo 
tempo equilateri fra di loro. 

Si può ancor dimostrare la medesima Propo- 
siz ione -senza il soccorso dei triangoli polari nel- 
la maniera seguente. 

Siano ABC, DEF due triangoli equiangoli fra rig.i^. 
loro , talmente che si ahbia A=D, B=E, Cs=F 5 
dico che avremo il lato AB=DE, AC=DF,BC 

rcEF. 

Sul prolungamento dei lati AB, AC prendete 
AG=DE, e AH=DF; tirate GII, e prolungate 
gli archi BC, GH fioche s'incontrino in I, e K. 
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I due lati AG, AH sono, per costruzione , 
uguali ai due DF, DE, 1' angolo compreso GAH 

* ia. =BAC=EDF$ dunque* i triangoli AG H, DEF 

sono uguali in tutte le loro parti 5 dunque l'an- 
golo AGH=DEF=:ABC , e Y angolo AHG= 
DFE=ACB. 

Nei triangoli IBG , KBG il lato BG é comu- 
ne , l'angolo IGB=GBK; e poiché IGB-+BGK, 
è uguale a due retti , come pure GBK-t-lBG , 
ne segue che BGK=IBG. Dunque i triangoli 

* »3» IBG, GBK sono uguali*; dunque IG=BK,ed* # 

JB=GK. 

Parimente dall'essere l'angolo AHG=ACB 
si conchiuderà che i triangoli 1CH, HCK hanno 
un lato uguale adiacente a due angoli uguali ; 
dunque sono eguali ; dunque IH=CK,e HK=IC. 
. Adesso , se dagli uguali BK , IG si tolgon gli 
uguali CK, III, i resti BC, GH saranno uguali. . 
D'altronde l'angolo BCA=AHG, e l'angolo 
ABC=AGH. Dunque i triangoli ABC , AHG 
lianno un lato uguale adiacente a due angoli 
uguali ; dunque sono uguali : ma il triangolo DEF 
é uguale in tutte le sue parti al triangolo AHG; 
dunque è uguale anche al triangolo ABC, e si 
avrà AB=DE, AC— DF, BC=EF; dunque, 
se due triangoli sferici sono equiangoli (m loro , 
i lati opposti agli angoli uguali saranno uguali. 

Scolio. Questa Proposizione non ha luogo nei 
♦ triangoli rettilinei, ove dall'uguaglianza degli 
angoli non si può dedurne altro che la pro- 
porzionalità dei lati. Ma è facile di render 
conto della differenza, che si trova a questo 
riguardo tra i triangoli rettilinei, ed i triangoli 
sferici. Nella Proposizione presente, come puro 
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nelle Proposizioni XII, XIII, XIV, e XVII, 
dove si tratta del paragone dei triangoli, si dice 
espressamente che questi triangoli sono descritti 
sulla medesima sfera, o sopra sfere uguali. Ora 
gli archi simili . sono proporzionali ai raggi ; 
dunque sopra sfere uguali due triangoli non pos- 
sono . esser simili senza essere uguali. Non fa 
meraviglia dunque, che Y uguaglianza degli an- 
goli porti seco l'uguaglianza dei lati. 

Sarebbe altrimenti se i triangoli fossero descritti 
sopra sfere disuguali: allora, essendo uguali gli 
angoli , i triangoli sarebbero simili, ed i lati omo- 
loghi sarebbero fra loro come i raggi delle sfere. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

La somma degli angoli d' ogni triangolo sfe- 
rico è minore di sei , e maggiore di due angoli 
re fri. 

Poiché i.° ciascun angolo d'un triangolo sfe- 
rico è minore di due angoli retti (vedete lo 
Srolio seguente); dunque i.° la somma dei tre 
angoli è minore di sei angoli retti. 

2.° La misura di ciascun angolo d'un trian- 
golo sferico è. uguale alla semi-circonferenza 
meno il lato corrispondente del triangolo pola- 
re* ; dunque la somma dei tre angoli ha per » 
misura tre semi -circonferenze meno la somma 
dei lati del triangolo polare. Ora questa ultima 
somma è minore di una circonferenza * $ dun- 
que togliendola da tre semi-circonferenze , il 
resto sarà maggiore d'una semi-circonferenza, 
che è la misura di due angoli retti $ dunque 2.° 
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la somma dei* tre angoli di un 
è maggiore di due angoli retti. 

Corollario I. La somma degli angoli d' un 
triangolo sferico non è costante come quella dei 
triangoli rettilinei ; dessa varia da due angoli 
retti fino a sei, senza poter esser uguale né 
all'uno, nè all'altro limite. Quindi è che due 
angoli dati non fan conoscere il terzo. 

Corollario IL Un triangolo sferico può avere 
due, o tre angoli retti, due o tre angoli ottusi. 
Fig.a55. Se il triangolo ABC è bi-rettangolo , • cioè se 
ha due angoli retti B, e C , il vertice A sarà il 
*6- polo della base BC*, ed i lati AB, AC saranno 
dei quadranti. 

Se in oltre l'angolo A è retto, il triangolo 
ABC sarà tri-rettangolo, i suoi angoli saranno 
tutti retti, ed i suoi lati dei quadranti. Il trian- 
golo tri-rettangolo è contenuto otto volte nella 
superfìcie della sfera ; ciò si vede per mezzo 
della fig. 256, supponendo l'arcoMN uguale ad 
un quadrante. 

Scolio. Abbiamo supposto in tutto ciò, che 
precede, e conformemente alla Definizione VI. 
che i triangoli sferici hanno i loro lati sempre 
minori della semi-circonferenza; allora ne se- 
gue che gli angoli sono sempre minori di due 
angoli retti; perchè, 'se il lato AB è minore 
F,,<? '^'della semi-circonferenza, come pure AC, questi 
archi deggiono essere prolungati ambedue per 
incontrarsi in D. Ora i due angoli ABC , CBD 
presi insieme equivalgono a due angoli retti; 
dunque V angolo ABC è da se solo minore di due 

angoli retti. 

Osserveremo però ch'esistono dei triangoli sfe- 
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• 

rfci, <Ji coi certi lati sono maggiori della setói-cir-' 
conferenza , e certi angoli maggiori di due angoli 
retti. Perchè, se si prolunga il lato AC in una 
circonferenza intera ACE, ciò che resta togliendo 
dalla semi-sfera il triangolo ABC , é un nuovo 
triangolo, che si può anch'esso indicare con ABC, 
e i di cui lati sono AB , BC , AEDC. Si veder 
dunque cfee il lato ÀEDC è maggiore della 
semi-circonferenza AED ; ma nel medesimo tem- 
po l'angolo opposto in B supera due angoli 
retti di quanto é l'angolo CBD. 

Del resto si sono esclusi dalla definizione i 
triangoli, i cui lati, ed angoli sono si grandi, 
perchè la loro risoluzione , o la determinazione 
delle loro parti , si riduce sempre a quella dei 
triangoli compresi nella definizione suddetta. 
Infatti si vede facilmente che, se si conoscono 
gli angoli , e i lati del triangolo ABC, si cono- 
sceranno immediatamente gli angoli e i lati 
del' triangolo* del medesimo nome, ch'è il resto 
della semi-sfera. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA 

Il fuso AMBNA stà alla superfìcie della sferar\%.<£fì. 
come r angolo MAN di questo fuso stà a quattro 
angoli retti, o come V arco MN, che misura 
quell'angolo, stà alla vii conferenza. 

Supponiamo primieramente che l'arco MN 
stia alla circonferenza MNPQ in un rapporto 
razionale, per esempio , come 5 stà a 43. Si 
dividerà la circonferenza MNPQ in 48 parti 
uguali j di cut MN ne conterrà 5 \ congiungendo 
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dipoi il polo A, ed i punti di divisione con al- 
trettanti quarti di circonferenza , si avranno «48 
triangoli nella semi-sfera AMNPQ, che saran- 
no tutti uguali fra loro , poiché avranno tutte le 
loro parti uguali. La sfera intera conterrà dun- 
que 96 di questi triangoli parziali, ed il fuso 
AMBNA ne conterrà 10; dunque il fuso sta alla 
superficie della sfera come 1 o sta a 96 , o come 
5 sta a 43, cioè, come l'arco MN sta alla cir- 
conferenza. 

Se F arco MN non è commensurabile colla 
circonferenza, si proverà eoi! o stesso ragiona- 
mento, di cui si son già veduti molti esempj , 
che fl fuso stà sempre alla superfìcie della sfera 
come Farco MN stà alla circonferenza. 

Corollario /. Due fusi sia uno fra loro come i 
loro angoli respettivi. 

Corollario li. Si è già veduto che la superficie 
intera della sfera è uguale a otto triangoli tri- 
* »9- rettangoli* ; dunque, se si prende per unità Farea 
d'uno di questi triangoli, la superficie della 
sferà sarà rappresentata da 8. Posto ciò , la su- 
perficie del fuso, il cui angolo è A, sarà espressa 
da 2 A (se però F angolo A è valutato nella sup- 
posizione che F angolo retto sia uguale alF uni- 
tà) ; poiché si ha 2A : 8: : 4- Vi sono qui 
dunque due unità differenti , Funa per gli angoli, 
ch ? è F angolo retto, F altra per le superficie x 
eh' è il triangolo sferico tri-rettangolo , ossia 
quello , di cui tutti gli angoli sono retti , ed i lati 
sono quarte parti di circonferenza. 

Scolto. L'unghia sferica compresa fra i piani 
AMB, ANB stà al solido intero della sfera come 
F angolo A stà a quattro angoli retti. Poiché 4 
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essendo uguali i fusi, le unghie sferiche saranno 
parimente uguali: dunque due unghie sferiche 
stanno fra loro come gli angoli formati dai 
piani , che le comprendono. 

PROPOSIZIONE XXL 

TEOREMA 

Due triangoli sferici simmetrici sono eguali in 
superfìcie* 

Siano ABC, DEF due triangoli simmetrici ,Fig.a37. 
vale a dire due triangoli, che hanno i lati eguali, 
cioè AB=DE, AC=DF, BC—EF, e che tut- 
tavia non possono essere soprapposti ; dico che 
la superficie ABC è uguale alla superficie DEF. 

Sia P il polo del piccolo circolo , che passe- 
rebbe per i tre punti A, B, C (1); da questo 
punto siano condotti gli archi eguali *FA,PB, »6\ 
PC; al punto F fate l'angolo DFQ=ACP, Parco 
FQ=CP, e tirate DQ, EQ. 

I lati DF, FQ sono eguali ai lati AC, CPj 
l'angolo DFQ=ACP; dunque i due triangoli 
DFQ, .ACP sono eguali in tutte le loro parti*; * i*. 
dunque il lato DQ=AP , e V angolo DQF= 
APC. 

Nei triangoli proposti DFE, ABC gli angoli 
DFE, ACB opposti ai lati eguali DE, AB es- 

* • 

(0 II circolo , che passa per i tre punti A, B, C, 
o eh' è circoscritto al triangolo ABC , non può essere 
che un piccol circolo della sfera 5. f)erchè , se questo 
Fosse un gran circolo, i tre lati AB, BC,* AC sareb- 
bero situati in un medesimo piano , e il triangolo 
ABC si ridurre ad uno dei suoi lati. 
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fendo eguali^* se si tolgono gli angoli DFQ f 
ACP, eguali per costruzione, resterà Y angolo 
QFE eguale a PCB. D'altronde i lati'QF, FE 
sono eguali ai lati PC, CB ; dunque i due trian- 
goli FQE, CPB sono eguali in tutte le loro parti ; 
dunque il lato QE=?:PB, e l'angolo FQE;l=s 
CPB. 

Se si osserva' adesso che r triangoli DFQ y 
APC, che hanno i lati respetlivamente eguali, 
sono nel medesimo tempo isosceli , si vedrà che 
possono essere soprapposti l'ano all'altro; per- 
che, avendo situato PA sopra il suo eguale QF, 
il lato PC cadrà sopra il suo eguale QD, e cosi 
i due triangoli 6i confonderanno m un solo; 
dunque sono eguali; dunque la superficie DQF 
s=APC. Per una simil ragione, la superficie 
FQE=CPB, e la superficie DQE^=APB , dun- 
que si ha DQF-+FQE— DQE=AFC+CPB — 
APB, ovvero DFE—ABC; dunque i due trian- 
goli simmetrici ABC, DEF sono eguali in su- 
perficie. 

Scolio. I poli P, e Q potrebbero essere situati 
al didentro dei triangoli ABC , DEF ; allora bi- 
sognerebbe riunire i tre triangoli DQF , FQE , 
DQE affine di compome il triangolo DEF; e 
similmente bisognerebbe riunire i tre triangoli 
APC , CPB , APB per comporne il triangolo 
ABC: d'altronde la dimostrazione, e la conclu- 
sione sarebbero sempre le stesse, 

PROPOSIZIONE XXII. 

TE O R E M A 
F»g.*38. Se due effVo/t grandi AOB , COD si tagliano 
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come si voglia nelV emisfero AOCBD, la somma 
dei triangoli opposti AOC, BOD sarà uguale al 
fuso , il cui angolo e BOD. 

Poiché, prolungando gli archi OB , OD nel- 
l'altro emisFero finché s'incontrino in N, OBN 
sarà una semi-circonferenza, come pure AOB ; 
togliendo da ambe le parti OB , si avrà BN= 
AO. Per una simil ragione si ha DN.=CO, e BD 
s=AC; dunque i due triangoli AOC, BDN han- 
no i tre lati respeltivamente uguali; d'altronde 
la loro posizione è tale ch'essi sono simmetrici 
l'uno dell'altro ; dunque sono eguali in superfi- 
cie*, e la somma dei triangoli AOC, BOD è equi- * air 
valente al fuso OBNDO, il cui angolo è BOD. 

Scn/ìo. E chiaro pure che le due piramidi sfe- 
riche^ che hanno per basi i triangoli AOC, BOD, 
prese insieme equivalgono all'unghia sferica, 
di cui l'angolo è BOD. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

La superficie d' un triangolo sferico qualun- 
que ha per misura V eccesso della somma dei 
suoi tre angoli sopra due angoli retti* 

Sia ABC il triangolo proposto ; prolungate i Fig.2^> 
»noi lati finché incontrino il gran circolo DEFG 
condotto a piacere fuor del triangolo. In virtù 
del teorema precedente i due triangoli ADE , 
AGII presi insieme equivalgono ai fuso, il cui 
angolo è A, e che ha per misura 2 A*; laonde * ao- 
si avrà ADE-f AGH=?.A ; per una simil ragio- 
ne , BGF-*-BID=:2B, CIH-4.CFE=*C. Ma U 
somma di questi sei triangoli supera la snperfiV 
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eie della semi-sfera, fli due vòlte quella del 
triangolo ABC ; d' altronde la semi-sfera è rap- 
presentata da 4; dunque il doppio del trian- 
golo ABC è ugual* a 2AH-2B-+2C — 4, e per 
conseguenza ABC=A-4-B-*-C — 2: dunque ogni 
triangolo sferico ha per misura la somma dei 
suoi angoli meno due angoli retti. 

Corollario /. Quanti angoli retti vi saranno in. 
tal misura, altrettanti triangoli tri-rettangoli, od 
ottaye parti di sfera, ciascuna delle quali è Funi- 
ao. tà di superficie*, saranno contenute nel triangolo 
proposto. Per esempio , se gli angoli son tutti 
uguali a * d'un angolo retto, allora i tre angoli 
insieme varranno 4 angoli retti , ed il triangolo 
proposto sai a rappresentato da /f — 2, ovvero 2; 
esso dunque sarà uguale a due triaugoli tri-ret- 
tangoli, o al quarto della superficie della sfera. 
Corollario II. lì triangolo sferico ABC è 

A+B-+C 

equivalente al fuso, il cui angolo è ; — — 1 ; 

parimente la piramide sferica, la cui base è 

ABC, equivale all'unghia sferica , il cui angolo 

, A+B-+-C 

è 1. 

2 

Scolio* Nello stesso tempo che si paragona 
il triangolo sferico ABC al triangolo tri-rettanr 
golo , la piramide sferica , che ha per base ABC, 
si paragona colla piramide tri-rettangola , e ne 
resulta la medesima proporzione. 1/ angolo so- 
lido al vertice della piramide si paragona pari- 
mente coirangolo solido al vertice della piramide 
tri-rettangola: infatti il paragone si stabilisce 
mediante la coincidenza delle parti. Ora, se le 
basi delle piramidi coincidano , è chiaro che le 
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piramidi stesse coincideranno , come pure gli 
angoli solidi al loro vertice. Da ciò resultano 
più/conseguenze. 

1. ° Due piramidi triangolari sferiche stanno 
fra loro come le loro basi; é poiché una pira- 
mide poligona può dividersi in più piràmidi 
triangolari, "ne segue che due piramidi sferiche 
qualunque stanno fra loro come i poligoni , che 
lflro servon di basi. 

2. ° Gli angoli solidi al vertice delle medesime 
piramidi stanno ugualmente nella proporzione 
delle basi; dunque, per paragonare due angoli 
solidi qualunque , bisogna situare i loro vertici 
al centro di due sfere uguali; e questi angoli 
solidi saranno fra loro come le superficie dei 
poligoni sferici intercetti fra i loro piani o faccie. 

L' angolo al vertice della piramide tri-rettan- 
gofa è formato da tre piani perpendicolari fra 
loro : quest'angolo , che si può chiamare angolo 
solido retto , è adattatissimo per servire d' unità 
di misura agli altri angoli solidi. Posto ciò, il 
medesimo numero, chedà'la superficie d'un poli- 
gono sferico, darà la misura dell' angolo solido 
• corrispondente. Per esempio, se la superficie d'un 
poligono sferico è 4 , vale a dire , se è i | del 
triangolò tri-rettangolo, Y angolo solido corri- 
spondente sarà pure i % dell'angolo solido retto. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

m 

TEOREMA 

La superficie d'un poligono sferico ha per min 
sura la somma dei suoi angoli meno il prodotto 
di due angoli reta pel numero dei lati del' poli* 
golo meno due* 
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Fig.*4o. p a un medesimo vertice À siano condotte a 
tutti gli altri vertici le diagonali AG, AD 4 il 
poligono ABCDE sarà diviso in tanti triangoli 
quanti sono i suoi lati meno due. Ma la super- 
ficie di ciascun triangolo ha per misura la som- 
ma dei suoi angoli meno due angoli retti; ed è 
chiaro chela somma di. tutti gli angoli dei trian- 
goli è uguale alla somma di tutti gli angoli del 
poligono; dunque la superficie del poligoncTé 
uguale alla somma dei suoi angoli diminuita di 
tante volte due angoli retti quanti sono i suoi 
lati meno due. 

Scolio. Sia 5 la somma degli angoli d'un poli- 
gono sferico , n il numero dei suoi lati ; essendo 
supposto T angolo retto per unità , la superficie 
del poligono avrà per misura 5— 2(/i-t2) , ov- 
vero 5—2/2-^4» 

. PROPOSIZIONE XXV. 

• TEOREMA 

■ 

Sia S il numero degli àngoli solidi d? un poliedro , , 
H il numero delle sue f accie ; A U numero delle sue 
costole ; dico ohe avremo sempre S -+H«=»A-i-3. 

Prendete al di dentro del poliedro un punto , da cui « 
condurrete delle, linee rette ai vertici di tutti i suoi 
angoli ; immaginale dipoi che dal medesimo punto , 
come centro , si descriva una superficie sferica, che ■ 
sia incontrata da tutte queste linee in altrettanti punti \ 
congiungete questi punti con archi di circoli grandi t 
iu modo che si formino sulla superficie della sfera dei 
poligoni corrispondenti , ed uguali in numero alle fac- 
rig.a40.cie del poliedro. Sia ABCDE uno di questi poligoni , 
e sia n fi numero dei suoi lati ; la sua superficie sarà 
s — 2H-+-4» essendo s la somma degli angoli A, B, C, 
D, E. Se si valuti similmente la superficie di ciascuno 
df^gli altri poligoni sferici , e si sommino tutte insie- 
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me, se ne conchiuderà che la loro somma , o la su- 
perficie della sfera, rappresentata da 8, è uguale alla 
somma di tutti gli angoli dei poligoni meno due volte 
il numero dei loro lati, più 4 preso tante volte quante 
sono le faccie del poliedro. Ora , siccome tutti gli an- 
goli , che si formano intorno ad un medesimo punto A, 
equivalgono a quattro angoli retti, la somma di tutti 
gli angoli dei poligoni è uguale a 4 preso tante volte 

2uanti angoli solidi vi sono; dessa è dunque uguale a 4S. 
li più il doppio del numero dei lati AB, BC, CD, ec è 
uguale al quadruplo del numero delle costole , ossia 
«==4 A, giacche la medesima costola serve di lato a due 
faccie ; dunque si avrà 8=4 s ~4 A -*-4 H » ovvero, pren- 
dendo il quarto di ciascun membro, — A-+-H; 
dunque S-f H=A-+-x 

Corollario. Segue da ciò che la somma degli an- 
goli piani, che formano gli angoli solidi d'un poliedro, 
è uguale a tante volte quattro angoli retti quante unità 
vi sono in S — i, essena* S il numero degli angoli so- 
lidi del poliedro. 

Poiché , se si considera una faccia , il cui numero 
di lati sia n, la somma degli angoli di questa faccia 
sarà ™— 4 angoli retti \ Ma W r somma dì tutti i W% * a 5, i. 
o il doppio del numero dei lati di tutte le faccie, 
=4^> e 4 preso tante volte quante sono le faccie«=4H; 
dunque la -somma degli angoli di tutte le faccie =4 A 
— 4H. Ora, pel teorema, che abbiamo già dimostrato, 
si ha A — H— S — 2, e per conseguenza £Ar+-l 

4(S— i). Dunque la somma degli angoli 

• « 

PROPOSIZIONE XXVI. 

* 

• TEOREMA 

Di tutti i triangoli sferici formati con due lati dati?\%. fi 
CB, CA,. ed un terzo a piacimento, il pià grande ABC e b 
è quello, nel quale V angolo C, compreso fra i lati 
dati è uguale alla somma degli altri due angoli A, 
e B. 

Prolungate idue lati AC, AB fino al loro incontro in 
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D; avrete un triangolo sferico BCD, nel quale l'angolo 
DBC sarà parimente eguale alla somma degli altri due 
angoli BDC,BCD; perchè BCD-+BCA essendo eguale a 
due angoli retti , come pure CBAh-CBD, si ha BCD-t- 
BCA=CB A-f CBD; aggiungendola ambe le parti BDC 
=BAC, si avrà BCD-+BCA-i-BDC=CB A+CBD-4-BAC. 
Ora, per ipotesi, BCA-CBA-rBAC; dunque CBD=BCD 
•+BDC. 

Conducete BI, che faccia l'angolo CBI=BCD, e 
per conseguenza 1BD=BDC; i due triangoli 1BC, 1BD 
faranno isosceli , e si avrà 1G=IB=1D ; dunque il pun- 
to 1, mezzo di DC , è ad egual distanza dai tre punii B, 
C, D: per una simil ragione, il punto O, mezzo di 
AB, sarà egualmente distante dai tre punti A,B, C. 
Fi* iii.t. Sia ora CAWCA , e l'angolo BCA*>BCA-, se si tiri 
A B, e si prolunghino gli archi AC, A B'fino al loro 
incontro in D, l'arco D CA sarà una semi-circonfe-* 
renza, come pure DCA ; dunque, poiché si ha CA =CA, 
si avrà ancora CD X =CD. Ma nel triangolo C1D si ha 
CIH-1D > CD : dunque 1D >CD — CI, ovvero 1D > 1D. 

Nel triangolo isoscele C1B dividiamo l'angolo del 
vertice I in due parti uguali con l' arco ElB , che saia 
perpendicolare sopra il mezzo di BC. Se si prende un 
punto L tra I, ed E , la disianza BL f eguale a LC, sarà 
minore di BI, perchè si può dimostrare, come nella Pro- 
posiz. IX. del Lib. I.,chesi ha BL+LC^Bl+IC; dun- 
aue , prendendo le metà da ambe le parti , si avrà BL 
^BI .Ma nel triangolo D'LC si ha D L>D' C-CL^d 
apiù forte ragione D'L:>DC~CI, ossia DL>DI.oDL 
> BI 5 dunque D L> BL. Dunque, se si cerca sopra 1 arco 
F1F un punto egualmente distarne dai tre piniti H, 
D questo punto non potrebbe trovarsi che sul prolun- 
gamente d i EI verso F. Sia I il poni» cercato di mo- 
do che s'abbia DT=B1'=CI' ; i triangoli I CB, 1CD , 
IW essendo isosceli, avremo gli angoli egua i 
rBC=l'CB, I'BD'=ID'B, rCDWiyC Ma gh angoli 
P'BC-f-CBA' equivalgono a due angoli retti., come an- 
tera DCBH-BCA ; dunque 

U'Bl'+l'BC-hCBAWs. 

BCI'-I'CD'+BCAW 
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Aggiungendo le due somme , e osservando che si ha 
l'BC=BCl', e D'Bl'— l'CD^BDT— l'D'G~CD'B=== 
CAB, si avrà 

al'BC-hC A'B * CBA'-»-BC A'^. 
Dunqu^A'BH-CBA'-f-BCA'r-* (misura dell' area del 
• triangolo A'BC)=2— al'BC , di modo che si ha area 
A'BC=2 — langolo l'BC; similmente nel triangolo 
ABC si avrebbe ABC=a — ^angolo ÌBC, Ora si è di- 
mostrato che 1' angolo l'BC è maggiore di ÌBC ; dunque 
l'area A'BC è minore di ABC. 

La medesima dimostrazione e la medesima conclu-Fig.241.4. 
sione avrebbero luogo se, prendendo sempre l'arco 
CA'=C A, si facesse l'angolo BC A'<:BCA ; dunque ABC 
è il triangolo il più grande tra tutti quelli, che hanno 
. due lati dati » ed il terzo a piacere. 

_ Scolio I. 11 triangolo ABC , il più grande tra tutti F i g . 
quelli, che hanno due lati dati CA, CB , può essere 
* iscritto in un semi-circolo, di cui la corda del terzo lato 
AB sarà il diametro ; perchè, essendo O il mezzo di AB, 
si è veduto che le distanze OC, OB sono eguali ; duno^* 
la circonferenza del piccol circolo descrii lo dal puntoU, 
come polo, e con l'intervallo OB, passerà pe' i tre punti 
A, B, C. Di più la linea retta BA è un diametro di que- 
sto piccol circolo ; poiché il centro, che dee trovarsi ad 
un tempo nel piano del piccol circolo, e nel piano 
dell'arco di circolo grande* BOA, si troverà necessaria- * »• 
mente nell'intersezione di questi due piani, eh' è la Con ^ 
retta BA ; e così BA sarà un diametro. 

Scolio IL Nel piangolo ABC l'angolo C essendo 
eguale alla somma degli altri due A, e B , ne segue che 
la somma dei tre angoli è doppia dell'angolo C. Ma 
questa somma è sempre maggiore di due angoli retti * ; * »9» 
dunque V angolo C è maggiore d' un rètto. 

Scolio IH. Se si prolungano i lati CB , CA finché 
s'incontrino in E, il triangolo BAE sarà uguale al . 
quarto della s"upérficie # della sfera. Poiché l' angolo 
E=^C=ABC-hCAJ3; dunque i tre angoli del triangolo 
BAE equivalgono ai quattro ABC, ABE, CAB, BAE, 
la cui somma è eguale a quattro angoli retti ; dunque 
la superficie dèi triangolo BAE*=4 — 2=2, che è il » 24. 
quarto della superficie della sfera. 

E lem. di Ccom. -^2 
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Scolio IV. Non vi sarebbe luogo al maximum se la 
somma dei due lati CA, di, fosse uguale, o maggiore 
della semi-circonferenza d'un gran circolo. Poiché, sic- 
come il triaugolo ABC debb' essere iscritto in uu semi- 
circolo della sfera, la somma dei due lati CA^CB sarà 
* 4« minore della semi-circonferenza MCA*, e conscguen- 
temente minore della seroi-circonferenza d' un gran 
circolo. 

La ragione , per cni non vi è maximum quando la 
somma dei due lati è maggiore della scmi-circonfc • 
renza d* un gran circolo , si è perchè allora il triangolo 
aumenta di più in più a misura che l'angolo compreso 
fra i lati dati è più grande : finalmente , quando que- 
sti angolo sarà uguale a due retti» i tre lati saranno in 
uno slesso piano» e formeranno una circonferenza in- 
tera : il triaugolo sferico diventerà dunque uguale alla 
semi-sfera, ma cesserà allora d'esser triangolo. 

PROPOSIZIONE XXVII. 




TEOREMA 



* Di tutti i triangoli sferici , formati con un lato data r 
ed un perimetro dato , il più grande è quello , in cui 
i due lati non determinati sono uguali. 
Fig.a4a. Sia AB il lato dato comune ai due triangoli ACB . 
ADB ; e sia AOhCB=AI>-hDB ; dico che il triangolo 
isoscele ACB , nel quale AG=CB , è maggiore del non- 
isoscele ADB. 

Poiché, avendo questi triangoli la parte comune AOB» 
basta di far vedere che il triangolo BOD è minore di 
AOC. L'angolo CB A, uguale a CAB, è maggiore diOAB; 

* 16. onde il lato AO è maggiore di OB* ; prendete OI=OB; 

fate OK=OD, e tirale : il triangolo OKI sarà uguale 

* ai. a DOB*. ^ e s * ne S a adesso che il triangolo DOB , o il 

suo uguale KOI sia minore di OAC, bisognerà che sia 
uguale, o maggiore; in ambedue i casi , siccome il pun- 
to 1 e fra i punti A e O, bisognerà che il punto K sia 
sopra OC prolungato , senza di che il triangolo OKI 
sarebbe contenuto nel triangolo CAO, e perciò sarebbe 
minore. Posto ciò, essendo CA il più corto viaggio da 
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Cad A, si ha CK«*»KM-IA>CA. Ma CK=OD — CO 
àè-AO— OB,Kl=BD ; dunque OD — CO-I-AO — OB 
-f-BD> CA, e , riducendo, AD— CB*+-BD:>CA , ovvero 
AD-f-BD> AC-f-CB. Ora questa disuguaglianza e con- 
traria alla supposizione di AD~HBD=AC-+-CB ; dunque 
il punto K non può cadere sul prolungamento di OC ; 
dunque cade fra O e C , e per conseguenza il triangolo 
KOI , o il suo uguale ODB è minore di ACO : dunque 
il triangolo isoscele ACB è maggiore del non-isoscele 
ADB della medesima base , e dello stesso perimetro. 

Scolio. Queste due ultime Proposizioni sono analo- 
ghe alle Proposizioni I. e III. dell' Appendice al Libro 
IV : laonde si possono dedurre per rapporto ai poligoni 
sferici le conseguenze o Corollarj , che hanno luogo per 
i poligoni rettilinei. 

Ecco i principali. 

i.° Di tutti i poligoni sferici isoperimetri, e d'un 
medesimo nutnero di lati , il maggiore è un poligono 
equilatero. 

La medesima dimostrazione, eh* è nella Propos'zione 
II. dell' Appendice al Libro IV. 

a.° Di tutti i poligoni sferici sformati con dei lati 
dati , ed un ultimo a piacimento , il più grande è quello 
che si può iscrivere in un semi-circolo , di cui la corda 
del lato non determinato sarà il diametro. 

La dimostrazione 9Ì -deduce dalla Proposizione XX VI. , 
come si e veduto nella Proposizione IV. dell' Appen- 
dice citata ; bisogna , perchè abbia luogo il maximum , 
che la somma dei lati dati sia minore della semi-cir- 
coulerenza d' un gran circolo. 

3.° Il maggiore dei poligoni sferici , formati con 
dei lati dati , e quello , che si può iscrivere in un cir- 
colo della sfera. 

La medesima dimostrazione, eh' è per la Proposi 
zione VI. dell' Appendice al Libro IV. 

4-° Il maggiore dei poligoni sferici , che hanno lo 
stesso perimetro, e il medesimo mimerò di lati, è 
quello } che ha i suoi angoli eguali, ed i suoi lati eguali. 

Questo è ciò , che resulta dai Corollarj i.° e 3 °, che 
quivi precedono. 
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Nota. Tutte le Proposizioni sul maximum riguar^ 
danti i poligoni sferici si applicano agli angoli 
di cui tali poligoni sono la misura. 
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PROPOSIZIONE I. 
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TEOREMA 



-tfj on posson esservi che cinque poliedri regolari. 
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Queste condizioni non possono aver luogo se non che 
in un piccolo numero di casi . 

i.° Se le faccie sono dei triangoli equilateri, si può 
formar ciascun angolo solido del poliedro con tre an- 
goli di questi triangoli, o con quattro, o con cinque: 

Suindi nascono £re corpi regolari, che sono il tetrae- 
ro, l'ottaedro, e l'icosaedro. Non se ne può formare 
un maggior numero con dei triangoli equilateri, poi- 
ché sei angoli di questi triangoli equivalgono a quat 
tro angoli retti, e non possono formare un angolo 
solido*. 

7,.° Se le faccie son dei quadrati , si posson riunire 
i loro angoli a tre a tre ; e da ciò ne risulta l'essae- 
dro , o cubo. 

Quattro angoli di quadrato equivalgono a quattro 
angoli retti, c non posson formare un angolo solido. 

3.° Finalmente, se le faccie sono dei pentagoni re- 
golari, si potranno pure riutiire i loro angoli a tre a tre, 
e ne risulterà il dodecaedro regolare. 
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Noti si può andare più altre; poiché tre angoli d'esa- 
gono regolare equivalgono a quattro angoli retti , e tre 
angoli d'ettagono equivalgono a più di quattro Tetti. 

Dunque non si possono avere che cinque poliedri 
regolari ; tre formati con dei triangoli equilateri , uno 
con dei quadrati , ed uno con dei pentagoni. 

Scolio. Si proverà nella Proposizione seguente che 
questi cinque poliedri esistono realmente , e che se ne 
possono determinare tutte le dimensioni quando si co- 
nosca una delle loro faccie. 
* ■ » 

PROPOSIZIONE II. 

/ • 9 HO BLE MA 

Essendo data una delle faccie d'un poliedro rego- 
lare , o soltanto il suo lato , costruire il poliedro. 

Questo Problema ne presenta cinque , che noi risol- 
veremo successivamente. . , , 

a* 

Costruzione del Tetraedro 

Sia ABC ir triangolo emulatelo, che debb' essereFig.243. 
una delle faccie del tetraedro : dal punto O, centro 
di questo triangolo, inalzate OS perpendicolare al piano 
ABC j terminate questa perpendicolare al punto S tal- 
mente che. AS===AB; tirate SB, SC ; e la piramide 
SABC sarà il tetraedro richiesto. 

Poiché, a cagione delle distanze uguali OA, OB, 
OC, le oblique SA, SB, SC si allontanano ugualmente 
dalla perpendicolare SO, e perciò sono uguali.JJna 
di esse SÀ=AB; dunque le quattrq faccie della pira- 
mide S A$C sono triangoli uguali al triangolo dato ABC. 
D'altronde gli angoli solidi di questa piramide sono 
uguali fra loro, poiché ciascuno di essi è formato con 
tre angoli piani uguali; dunque questa piramide è un 
tetraedro regolare. 

. Costruzione dell' essaedro 

Sia ABCD un quadrato dato . sopra la base ABCDfì s .*44. 
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costruite un prisma retto, la cui altezza AE sia uguale 
al lato AB. JÈ chiaro che le far eie di questo prisma 
souo quadrati ugnali , e che i suoi angoli solidi sono 
uguali fra loro, giacche vengono tutti formati da tre an- 
goli retti -, dunque questo prisma è un essaedro rego- 
lare , o cubo. 

« 

. Costruzione dell' ottaedro. 

► t * • 

Fig.*45. Sia AMB un triangolo equilatero dato: sul lato AB 
descrivete il quadrato ABCD* dal punto O, centro di 
questo quadrato , alzate sul suo piano la perpendico- 
lare TS , termiuata da ambe le parli b T,ein S tal- 
mente che OT=OS=AO ; tirate dipoi SA SB, TA, 
ec. : avrete un solido SABCDT composto di due pira- 
midi quadrangolari SABCD, TAJICD addossate per 1» 
loro base comune ABCD: questo solido sarà l'ottaedro 
regolare cercato. 

Infatti il triangolo AOS è rettangolo in O, come 
pure il triangolo* AQD; i lati AO, OS , OD sono ugua- 
li; dunque questi triangoli sono ugnali; dunque AS== 
AD. Si dimostrerà parimente che tutti gli altri trian- 
goli rettangoli AOT, BOS, COT, ce. sono uguali al 
triangolo AOD; duuque tutti i lati AB, AS, AT, oc. 
sono «guali fra loro, e per conseguenza il solido 
SABCDT è compreso da otto triangoli uguali al trian- 
golo equilatero dato ABM. Dico di più ch& gli angoli 
solidi del poliedro sono uguali fra loro ; per esempio , 
l'angolo S è uguale all'angolo B. 

Poiché è manifesto che il triangolo SAC è uguale 
al triangolo DAC, e che- perciò l'angolo ASC è retto, 
dunque la figura -S ATC è» un quadrato uguale al qua- 
drato ABCD. Ma, se si paragona .la piramide BASCT 
colla piramide SABCD, la base ASCT della prima può 
situarsi sulla base ABCD della seconda : allora , essendo 
il punto O un centro comune , l'altezza GB della prima 
coinciderà cóli' altezza OS della seconda, e le due 
piramidi si confonderanno in una sola; dunque l'an- 
golo solido S è uguale all'angolo solido B; dunque il 
solido SABCDT e un ottaedro regalare. 
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« t$oliò. Se Ire retie uguali AC , BD , ST sono per- 
pendicolari fra loro ; e si tagliano nel loro mezzo , le 
estremila di queste rette saranno i vertici d'un ottae- 
dro regolare. 

Sia ABCUE un pentagono regolare dato ; siano ABP.Fig.34fi. 
CBP due angoli piani uguali all'angolo ABC; con que- 
sti angoli piani forniate l'angolo solido B, e detcrminate 
per la Proposizione XXIV. del libro V. V inclinazione 
scambievole di due di questi piani , inclinazione , ch'io 
chiamo K. Formate similmente nei punti C, D, E , A 
degli angoli solidi uguali all' angolo solido B,e situati 
nella stessa maniera ', il piano CBP sarà lo stesso che 
il piano BCG, poiché sono inclinati l'uno e l 5 srltro 
della medesima quantità K sul piano ABCD. Si piiò 
dunque nel piano PBCG descrivere il pentagono BCGFP 
uguale al pentagono ABCDE. Se si fa lo stesso in cia- 
scuno degli altri piani'CDI , DEL, ce, si avrà una su- 
perfìcie convessa PFGH ce. composta di sei pen lagoni 
regolari uguali , ed inclinati ciascuno sul suo adiacente 
della quantità medesima K. Sia pjgh, ec. una seconda 
superficie uguale a PFGH , ce. ; dico che queste due 
superficie possono essere riunite in tal modo da non 
formare che* una sola superficie convessa continuata . 
Infatti l'angolo opf, per esempio, può unirsi ai due 
angoli OPB , BPF per fare un angolo solido P ugnale 
all' angolo B : ed in questa riunione non si camhierà 
niente V inclinazione dei piani BPF, BPO, giacché 
questa inclinazione é tale qual' appunto bisogna per la 
formazione dell' angolo solido.M a , nel tempo stesso 
che si forma l' angolo solido P', il lato pf si applicherà 
sul suo uguale PF, e nel punto F si troveranno riuniti 
tre angoli piani PFG, pje 9 efg, che formeranno un 
angolo solido uguale a ciascuno degli angoli già for- 
mati ; questa riunione farassi senza cambiar niente lo 
suto dell'angolo P, uè quello della superficie efgh, ec. 

{>oichè i piani PFG , ejp digià riunili in P hanno fra 
oro l'inclinazione convenevole K, come pure i piani 
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efg,efp. Continuando cosi di mano in mano si^ede 
chiaro che le due superficie si adatteranno scambie- 
volmente T una coir altra, per non formare che una 
sola superficie coutinuaia , e rientrante in se stessa: 
questa superfìcie sarà quella d'un dodecaedro regolare , 
poiché è composta di dodici pentagoni regolari uguali, 
e tatti i suoi angoli solidi sono uguali fra loro. 

* 

Costruzione dell* icosaedro 

Fig.*47 • Sia ABC una delle sue feerie; bisogna prima formare 
un angolo solido con cinque piani uguali al piano ABC, 
ed ugualmente inclinati ciascuno sul suo adiacente. 
Perciò sul lato B'C uguale a BC fate il pentagono re- • 
golare B'C'H'ID'; dal centro di questo pentagono al- 
zate sul suo piano una perpendicolare , che terminerete- 
in A' di modo che B'À^M'C; tirate A'C, A'H', AT. 
A'D' ; e T angolo solido A' formato dai cinque piani 
' B'AC , C'A'H', ec. sarà V angolo solido domandato. 
Poiché le oblique A'B* , A'C, ec sono uguali , una di 
esse A'B' è uguale al lato B'C ; dunque tutti i trian- 
goli B'A'C, C'AU',ec sono uguali fra loro, ed al 
triangolo dato ABC. 

È d'altronde patente che i piani B'A'C, CA'H', ec 
sono ugualmente inclinati ciascuno sul suo ^dracente ; 
poiché gli angoli solidi B', C, ec. sono uguali fra loro, 
a motivo che i medesimi sono formati ciascuuo con due 
angoli di triangoli equilateri, ed uno di pentagono rego- 
lare. Chiamiamo K T inclinazione dei due piani, ove sono 
gli angoli uguali , inclinazione , che si può determinale 
mediante la Proposizione XXIV. del Lib. V. . l'angolo 
K sarà nel tempo stesso l' inclinazione di ciascuno dei 
piani, che compongono l'angolo solido A', sul suo 
adiacente. 

Posto ciò, se si fanno nei punti A, B, C «li augoli 
solidi uguali ognuno all'angolo A', si avrà una super- 
ficie convessa- DEFG ec. composta di dieci triangoli 
equilateri , di cui ciascuno sarà inclinalo sul suo adia- 
cente della quantilà.K, e gli angoli D, E, F ec. del 
suo contorno riuniranno alternativamente tre , e due 
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angoli ai triangoli equilateri. Immaginate una seconda 
superficie uguale alla superficie DEFG ec. ; queste due 
superfìcie potranno adattarsi scambievolmente , unendo 
ciascuu angolo triplo dell' una con un angolo duplo 
dell'altra; e, siccome i piani di questi angoli hanno 

angolo solido quintuplo uguale all'angolo A, non si 
cambierà punto in questa riunione lo sialo di ciascuna 
superficie in particolare , e le due insieme formeranno 
una sola superfìcie continua composta di venti triangoli 
equilateri. Questa superfìcie sarà auella dell' icosaedro 
regolare , poiché d'altronde tutti gli angoli solidi sono 
-uguali fra loro. . Ju 

PROPOSIZIONE III. 

PROBLEMA 

. Trovare V inclinazione di due faccie adiacenti d'un 
poliedro regolare. 

Questa inclinazione deducasi immediatamente dalla . 
costruzione già data dei cinque poliedri regolari; al che 
bisogna aggiungere la Proposizione XXIV. del Lib. V., 
in virtù della quale essendo daii i ire angoli piani, che 
formano un angolo solido, si determina 1' angolo , che 
due di questi piani fanno fra loro. 

Nel tetraedro. Ciascun angolo solido è formato daFig.*43. 
tre angoli di triangoli equilateri ; bisogna dunque cer- 
care mediante il Problema citato 1' angolo , che due di 
questi piani fanno tra loro ; quest'angolo sarà l' incliua- 
zione di due faccie adiacenti del tetraedro. 

Neil' essaedro. L'angolo di due faccie adiacenti eFig*a44. 
un angolo retto. 

Neil* ottaedro. Formate un angolo solido con dueFig.i45. 
angoli di triangoli equilateri, ed un angolo retto; l'in- 
clinazione dei due piani , ove sono gii angoli dei trian- 
goli , sarà quella di due faccie adiacenti dell'ottaedro. 

Nel dodecaedro. Ogni angolo solido è formalo conpjg,a46. 
tre angoli di pentagoni regolari ; laonde V inclinazione 
E lem. di Geom. 23 



266 G h O ME T RI A 

dei piani di due di questi angoli sarà quella di due 
faccie adiacenti del dodecaedro. 
Fig.147. Netl' iscosaedro. Formate un angolo solido con due 
angoli di triangoli equilateri ed un angolo di penta- 
gono regolare; l'inclinazione dei due piani, ove sono gli 
angoli dei triangoli, sarà quella di due faccie adiacenti, 
dell'icosaedro. 

PROPOSIZIONE IV. 

PROBLEMA 

Essendo dato il lato £un poliedro regolare , tro- 
vare il raggio della sfera iscritta , e quello della sfera 
circoscritta ad un tal poliedro. 

Bisogna prima dimostrare che ogni poliedro regolare 
può essere iscritto , e circoscritto a una sfera. 
,0 Sia 4B il lato comune a due faccie adiacenti ; siano 
F ' S 2 1 C ed E ì centri di queste due faccie, e CD, ED le per- 
pendicolari abbassate da questi centri sul lato comune 
AB, la quali cadranno nel punto D mezzo di questo 
lato. Le due perpendicolari CD, ED fanno fra loro un 
àngolo cognito , eh' è uguale all' inclinazione di du« 
faccie adiacenti , determinata dal precedente Problema. 
Ora , se nel piano CDE , perpendicolare ad AB, si con- 
ducono sopra CD , ed ED le perpendicolari indefinite 
CO ed EO , che s* incontrino in O, dico che il punto 
O sarà il centro della sfera iscritta, e quello altresì della 
sfera circoscritta; essendo OC il raggio della prima , e 
OA quello della seconda. 

Infatti , poiché gli apotèmi CD , DE sono uguali , e 
l'ipotenusa DO comune , il triangolo rettangolo CDO è 
, R , uguale al triangolo rettangolo ODEV eia perpendico- 
lare OC e uguale alla perpendicolare OE. Ma essendo 
AB perpendicolare al piano CDE, il piano ABC è per- 
. pendice-lare a CDE*, o CDE ad ABC : d' altronde CO 
* 7 ' nel piano CDE è perpendicolare a CD, intersezione co- 
* l9 5 inane dei piani CDE, ABC; dunque CO* è perpendi- 
' colare al piano ABC. Per la medesima ragione EO e 
perpendicolare al piano ABE; dunque le due perpeudi- 
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colati CO, EO, condotte ai piani di due faccie adiacenti 
dai centri di queste faccie, s'incontrano in un medesimo 
punto O, e sono uguali. Supponiamo adesso che ABC, 
ed ABE rappresentino due altre faccie adiacenti qua- 
lunque; l'apotèma CD resterà sempre della grandezza 
medesima, come pure l'angolo CDO metà di CDE; 
dunque il triangolo rettangolo CDO, ed il suo lato CO 
saranno uguali per rapporto a tutte le faccie del polie- 
dro; dunque, se dal punto O, come centro, e col rag- 
gio OC si descriva una sfera, questa sfera toccherà tutte 
le faccie del poliedro nei loro centri (poiché i piani ABC, 
ABE saranno perpendicolari all'estremità d'un raggio), 
e la sfera sarà iscritta nel poliedro , o il poliedro cir- 
coscritto alla sfera. 

Tirate OA, OB : a cagione di CA=CB le due obli- 
que OA,OB, allontanandosi ugualmente, dalla perpen- 
dicolare , saranno uguali : sarà lo stesso di due altre 
linee qualunque condotte dal centro O -alle estre- 
mità d'un medesimo lato : dunque tutte queste linee 
sono uguali fra loro; dunque, se dal punto O, come 
centro , e col raggio OA si descriva una superficie 
sferica , questa superficie passerà per i vertici di tulli 
gli angoli solidi del poliedro, e la sfera sarà circo- 
scritta al poliedro, o il poliedro iscritto nella sfera. 

Posto ciò , la soluzione del Problema proposto non 
ha più difficoltà veruna, e può effettuarsi nel modo, 
che segue. 

Essendo dato il lato d'una faccia del poliedro, de-pig^g. 
scrivete questa faccia, e sia CD il suo apotèma. Cer- 
cate pel Problema precedente l'inclinazione di due 
faccie adiacenti del poliedro , e fate l' angolo CDE 
uguale a questa inclinazione: prendete DE uguale a 
CD; conducete CO, ed EO perpendicolari a CD, ed ED ; 
queste due perpendicolari s' incontreranno in un punto 
O ; e CO sarà il raggio della sfera iscritta nel poliedro. 

Sul prolungamento di DC prendete CA uguale al 
raggio del circolo circoscritto a una faccia del polie- 
dro , ed O A sarà il raggio della sfera circoscritta a 
questo poliedro medesimo. 
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Poiché i triangoli rettangoli CDO, CAO della figura 
249. sono uguali ai triangoli dello stesso nome nella 
figura 248 , mentre che CD , e CA sono i raggi dei 
circoli iscritto , e circoscritto a una faccia del polie- 
dro , OC , ed OA sono i raggi delle sfere iscritta, e 
circoscritta al medesimo poliedro. 

Scolio. Si possono dedurre dalle precedenti Propo- 
sizioni diverse conseguenze. 

i.° Ogni poliedro regolare può esser diviso in tante 
piramidi regolari , quante faecie ha il poliedro : il ver- 
tice comune di queste piramidi sarà il centro del po- 
liedro, eh' è nel tempo stesso quello delle sfere iscritta, 
e circoscritta. 

a.° La solidità d* un poliedro regolare è uguale alla 
sua superficie moltiplicata pel terzo del raggio della 

sfera iscritta.. 

3.° Due poliedri regola.* del medesimo nome sono 
due solidi simili, e le loro dimensioni omologhe sono 
perciò proporzionali ; dunque i raggi delle sfere iscritte, 

0 circoscritte stanno fra loro come i lati di questi po- 

^""Se s' iscriva un poliedro regolare in una sfera , 

1 piani condotti dal centro per i differenti lati divi- 
deranno la superficie della sfera in tanti noligoni sfe- 
rici uguali, e simili, quante sono le faccie del poliedro. 
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I TRE CORPI ROTONDI 



DEFINIZIONI 



1. Si chiama cilindro il solido prodotto dallaFig %2 5 0 . 
rivoluzione d'un rettangolo ABCD, che s'im- 
magina rivolgersi intorno al lato immobile AB. 

In tal movimento i lati AD, BC, restando 
sempre perpendicolari ad AB , descrivono dei 
piani circolari uguali DHP, CGQ, che si chia- 
mano le basì del cilindro , ed il lato CD ne de* 
scrive la superficie convessa. 

La linea immobile AB si chiama V asse del 
cilindro. 

Ogni sezione KLM fatta nel cilindro perpen- 
dicolarmente alF asse, è un circolo uguale a cia- 
scuna delle basi: perchè, mentre il rettan- 
golo ABCD gira intorno ad AB, la linea IK per- 
pendicolare ad AB descrive un piano circolare 
uguale alla base, e questo piano non è altro che 
la sezione fatta perpendicolarmente all'asse nel 
punto I. 

Ogni sezione PQGH fatta per Tasse è un 
rettangolo , doppio del rettangolo generatore 
ABCD. 
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.«5i. n. Si chiama cono il solido prodotto dalla 
rivoluzione del triangolo rettangolo SAB , che 
s'immagina girare intorno al lato immobile SA. 

In questo movimento il lato AB descrive un 
piano circolare BDCE, che si chiama la base del 
cono 5 e V ipotenusa SB ne descrive la superficie 
convesso. 

11 punto S si chiama il vertice del cono , SA 
Y aAse, o 1* altezza , e SB il lato , o apotèma. 

Ogni sezione HKFI fatta perpendicolarmente 
air asse è un circolo ; ogni sezione SDE fatta 
per Tasse è un triangolo isoscele, doppio del 
triangolo generatore SAB, 

Se dal cono SCDB si toglie, mediante 
una sezione parallela alla base , il cono SFKH, 
il solido restante CBHF si chiama cono-tronca- 
to , o tronco di cono. 

Si può supporre che desso sia descritto dalla 
rivoluzione del trapezio ABHG , i cui angoli A, 
e G sono retti , intorno al lato AG. La linea 
immobile AG si chiama F asse , o altezza del 
tronco, i circoli BDC, HKF ne sono le basi, 
e BH n'è il lato. 

iv. Due cilindri, o due coni sono simili quan- 
do i loro assi stanno fra loro come i diametri 
delle loro basi. 
g.a5a v - Se nel tircol ° ACD, che serve di base a 
un cilindro, s'iscriva un poligono ABCDE, e 
che sulla base ABCDE s'inalzi un prisma retto 
uguale in altezza al cilindro , il prisma si dice 
iscritto nel cilindro , o il cilindro circoscritto al 
prisma. 

È chiaro che le costole AF , BG , CH , ec. 
del prisma, essendo perpendicolari al piano della 
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base, sono comprese nella superficie convessa 
del cilindro j dunque il prisma, e il cilindro 
si toccano lungo di queste costole. 

vi. Parimente , se ABCD è un poligono cir-Fig.a53 
coscritto alla base d'un cilindro, e che sulla base 
ABCD si costruisca un prisma retto uguale in 
altezza allo stesso cilindro, il prisma si chia- 
ma circoscritto ai cilindro , o il cilindro iscritto 
nel prisma. 

Siano M , N , ec. i punti di contatto dei lati N 
AB, BC , ec, e siano inalzate dai punti M, N , 
ec. le perpendicolari MX, NY, éc. ai piano della 
base ; è chiaro ehe queste perpendicolari saran- 
no a un tempo stesso nella superficie del cilin- 
dro, ed in quella del prisma circoscritto 5 dun- 
que esse saranno le loro linee di contatto. 

N. B. Il cilindro , il cono , e la sfera sono i tre 
corpi rotondi , di cui si tratta negli Elementi. 

LEMMI PRELIMINARI SULLE SUPERFICIE 

* * » 



Una superficie piana OABCD è minore di :Fig.a54. 
ogni altra superficie PABCD terminala dal m«- 
desimo contorno ABCD. 

Questa proposizione è abbastanza evidente 
per esser posta nel numero degli assiomi ; poi- 
ché si potrebbe supporre che il piano è tra le 
superficie ciò, che la linea retta è fra le altre 
linee : la linea retta è la più corta fra due punti 
dati ; parimente il piano è la superficie più pic- 
cola fra tutte quelle , che hanno un istesso con- 
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torno. Tuttavia , siccome conviene ridurre gli 
assiomi al più piccol numero possibile, ecco 
un ragionamento, che non lascerà . verun dub- 
bio su questa proposizione. 

Una superficie essendo un'estensione in lun- 
ghezza, ed in larghezza, non si può concepire 
che una superficie sia maggiore d' un'altra sal- 
vochè le dimensioni della prima non eccedano 
per qualche verso quelle della seconda ; e se ac- 
cade che le dimensioni d'una superficie siano 
in ogni verso minori delle dimensioni d un'altra 
superficie , è manifesto che la prima superficie 
sarà la minore delle due. Ora, per qualunque verso 
si faccia passare il piano BPD, che taglierà la su- 
perficie piana seguendo BD, e l'altra superficie 
seguendo BPD, la linea retta BD sarà sempre mi- 
nore di BPD ; dunque la superficie piana OABCD 
è minore della superficie circondante PABCD. 

ii. 

ng.Q55. Ogni superficie convessa OABCD è minore 
di un'altra superficie qualunque, che circondasse 
la prima appoggiandosi sul medesimo contorno 

ABCD. 

Ripeteremo qui che intendiamo per superficie 
convessa una superficie, che non può «sser in- 
contrata da una linea retta in più di due punti ; 
è per altro possibile che una linea retta si ap- 
plichi esattamente in un certo senso sopra una 
superficie convessa ; se ne vedono degli esempj 
nelle superficie del cono , e del cilindro. Osser- 
veremo pure che la denominazione di superficie 
convessa non è ristretta alle sole superficie cur- 
ve 5 dessa comprende altresì le superficie polit- 
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fìre y o composte di più piani, ed anche le su- 
perflue in parte curve , ed in parte poliedre. 

Ciò posto , se la superficie OABCD non è mi- 
nore di tutte quelle , che la circondano , sia tra 
quest' ultime PABCD la superficie più piccola, 
che al più sarà uguale ad OABCD. Per un punto 
qualunque O fate passare un piano , che tocchi 
la superficie OABCD senza tagliarla ; questo 
piano incontrerà la superficie PABC ; e la par- 
te , che ne toglierà , sarà maggiore del piano 
terminato alla medesima superficie *j dunque , *Lem.i. 
conservando il resto della superficie PABCD , 
si potrebbe sostituire il piano alla parte, eh' è 
stata tolta , e s' avrebbe una nuova superficie , 
che circonderebbe sempre la superficie OABCD, 
e sarebbe minore di PABCD. 

Ma questa è la minore di tutte, per ipotesi : 
dunque questa ipotesi non può sussistere ; dun- 
que la superficie convessa OABCD e minore 
d'ogni altra superficie , che circondasse OABCD, 
e fosse terminata al medesimo contorno ABCD. 

Scolio. Con un ragionamento interamente si- 
mile si proverà 

1. ° Che se una superficie convessa terminata F jg ^ 
da due contorni ABC , DEF è circondata da 

un' altra superficie qualunque terminata dai con- 
torni medesimi , la superficie circondata sarà la 
minore di esse due, 

2. ° Che se una superficie convessa AB è cir-Fig.257. 
condata per tutte le parti da un 9 altra superficie 

MN , sia che desse abbiano dei punti , delle 
linee, o dei piani comuni, o sia che non ab- 
biano verun punto comune , la superficie cir- 
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condata sarà sempre minore della superficie cir- 
condante. 

Poiché fra queste non può esservene alcuna, 
che sia la più piccola di tutte , atteso che in qua- 
lunque caso si potrebbe sempre condurre il pia- 
no CD tangente della superficie convessa, il qual 
•Lem. i. piano sarebbe minore della superficie CMD*; 
e però la superficie CND sarebbe minore di 
MN; il che è contrario all'ipotesi che MN sia 
la più piccola di tutte. Dunque la « superficie 
convessa AJ& è minore di tutte quelle , che la 
circondano. • , 

PROPOSIZIONE I. • 

TEOREMA 

Fig.a58. La solidità d'un cilindro è uguale al prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

Sia CA il raggio della base del cilindro dato, 
A la sua altezza ; rappresentiamo con sup.CA la 
superficie del circolo , il di cui raggio è CA ; 
dico che la solidità del cilindro sarà jwp.CAXA 
Poiché, se sf//y.CAxA non è la misura del ci- 
lindro dato , questo prodotto sarà la misura d'un 
cilindro maggiore, o minore. E prima suppo- 
niamo che sia la misura d' un cilindro minore , 
per esempio del cilindro , in cui Cd è il raggio 
della base , e A F altezza. 

Circoscrivete al circolo , il cai raggio è CD , 
un poligono regolare GHIP , i lati del quale non 
incontrino la circonferenza , di cui CA è il rag- 
* io, 4. gi 0 * : immaginate dipoi un prisma retto , che 
abbia per base il poligono GHIP , e per altezza 
A, il qual prisma sarà circoscritto al cilindro , 
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in cui CD è il raggio della base. Posto ciò, 
la solidità del prisma* è uguale alla sua base* »4» 6 - 
GHIP moltiplicata per V altezza A; la base 
GHIP è minore del circolo , di cui CA è il 
raggio; dunque la solidità del prisma è minore 
dì 5up.CAXA. Ma sup.CAXA è, per suppo- 
sizione , la solidità del .cilindro iscritto nel pri- 
sma: dunque il prisma sarebbe minore del cilin- 
dro : óra , al contrario , il cilindro è minore del 
prisma , poicbè v'è coutenuto : dunque è impos- 
sibile cbe sup.CAX A sia la misura del cilindro, 
in cui CD è il raggio della base, ed A l'altezza 5 
ovvero , in termini più generali , il prodotto della 
base d'un cilindro per la sua altezza non può 
misurare un cilindro minore* 

Dico in secondo luogo che questo stesso pro- 
dotto non può misurare un cilindro maggiore : 
poicbè , per non moltiplicar le -figure , sia CD 
il raggio della base del cilindro dato , es>a, s'è 
possibile, 5U/7.CDXA la misura d'un cilindro 
maggiore, per esempio , del cilindro , in cui CA 
è il raggio della bàse ed A l'altezza. 

Se si fa la stessa costruzione del primo caso, 
il prisma circoscritto al cilindro dato avrà per 
misura GHIPXA; l'area GHIP è maggiore di 
suf k CD ; dunque la solidità del prisma, di cui 
si tratta, è maggiore di sup.CDXA: il prisma 
sarebbe dunque maggiore del cilindro della me- 
desima altezza, che ha per base sup.CA. Ora, 
all' opposto , il prisma è minore del cilindro , 
poiché v'è contenuto; dunque è impossibile che 
la base d'un cilindro moltiplicata per la sua 
altezza sia la misura d'un cilindro maggiore. 

Dunque finalmente la solidità d'un cilindro 
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è uguale al prodotto della sua base per la sua 
altezza. 

Corollario /. I cilindri della medesima altezza 
stanno fra loro come le loro basi , e i cilindri 
della medesima base stanno fra loro come le 
altezze. 

Corollario IL I cilindri simili stanno come i 
cubi delle altezze , o come i cubi dei diametri 
delle basi. Poiché le basi stanno come i quadrati 
dei loro diametri : e siccome i cilindri sono simili, 

•Def. 4. i diametri delle basi stanno come le altezze * : 

dunque le basi stanno come i quadrati delle altez- * 
ze ; dunque le basi moltiplicate per Y altezze , o i 
cilindri stessi , stanno come i cubi delle altezze. 

Scolio. Sia R il raggia della base d' un cilin- 
dro, A la sua altezza; la superficie della base 

• it, 4. sarà rrR 2 *,ela solidità del cilindro sarà tR'XA, 
ovvero tR*A. • 

PROPOSIZIONE II. 

LEMMA. 

• 

La superficie convessa d'un prisma retto è 
uguale al perimetro della sua base moltiplicato 
per la sua altezza. . 
Fidato Poiché questa superficie è uguale alla som» 
* ma dei rettangoli AFGB, BGHC, CHID,ec, / 
dei quali la medesima è composta : ora , le altez- 
ze AF, BG, CH, ec. di questi rettangoli sono 
uguali all' altezza del prisma ; le loro basi AB, 
BC,CD,ec. prese insieme fanno il perimetro 
della base del prisma. Dunque la somma di que- 
sti rettangoli , o lu superficie convessa del prisma 
é uguale al perimetro della sua base moltiplicato 
per la sua altezza. 
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Corollario* Se due prismi retti hanno la me- 
desima altezza, le superficie convesse di questi 
prismi staranno fra loro come i perimetri delle 
loro basi. *"* • 

PROPOSIZIONE III. 

é 

' 1 

LEMMA 

La superficie eon vessa del cilindro è maggiore 
della superficie convessa d' ogni prisma iscritto, 
e minore della superficie convessa d'ogni prisma 
circoscritto. 

Poiché la superficie convessa del cilindro, ePig.aSa. 
quella del prisma iscritto ABC,DEF possono esse- 
re considerate come aventi la medesima lunghez- 
za, a motivo che ogni sezione fatta nell'uno, 
e neir altro parallelamente ad AF è eguale ad 
AF ; e se , per avere le larghezze di queste super- 
ficie, si tagliano queste con dei piani paralleli alla 
base, o perpendicolari alla costola AF, le sezio- 
ni saranno eguali , una alla circonferenza della 
base , V altra al contorno del poligono ABCDE 
minore di questa circonferenza : dunque , poiché 
a lunghezza eguale la larghezza della superficie 
cilindrica è maggior di quella della superficie 
prismatica, ne segue che la prima superficie é 
maggiore della seconda. 

Con un ragionamento interamente simile di-Fig-»53. 
.mostreremo che la superficie convessa del cilin- 
dro é minore di quella d'ogni prisma circo- 
scritto BCDKLII, 
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PROPOSIZIONE IV. 

. . . 

.TEOREMA 

La superficie convessa d'un cilindro è uguale 
alla circonferenza della sua base moltiplicata 
per la sua altezza, 

rig.*58. il ra ggi° della base del cilindro dato, 

A la sua altezza 5 se si rappresenti con circ. CA 
la circonferenza, che ha per raggio CA, dico 
che c/Vc.CAXA sarà la superficie convessa di 
questo cilindro. Poiché, se si nega questa Pro- 
posizione, bisognerà che ci/c.CAX A siala super- 
ficie d un cilindro maggiore, o minore ; e prima 
supponiamo che sia la superficie d'un cilindro 
minore, per esempio, del cilindro, in cui CD 
è il raggio della base, e A l'altezza. 

Circoscrivete al circolo, il cui raggio è CD, 
un poligono regolare CHIP, i di cui lati non 
incontrino la circonferenza , che ha CA per rag- 
gio; immaginate dipoi un prisma retto, che 
abbia per altezza A , e per base il poligono 
GHIP. La superficie convessa di questo prisma 
sarà uguale al contorno del poligono GHlP mol- 

* a tiplicato per l'altezza A*; questo contorno è 
minore della circonferenza , il cui raggio èCA; 
dunque la superficie convessa del prisma è mi- 
nore di circ. CAXA. Ma 6'irc.CAXA è, per 
supposizione, la superficie convessa del cilindro^, 
in cui CD è il raggio della base ,il qual cilindro 
è iscritto nel prisma ; dunque la superficie con- 
vessa del prisma sarebbe minore di quella del 
cilindro iscritto. Ora, al contrario, essa dev'esser 

» 3. maggiore * ; dunque la supposizione , da cui sia- 
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mo partiti, è assorda: dunque i.° la circonfe- 
renza detta base d'un cilindro moltiplicata per la 
sua altezza non può misurare la superficie con- 
vessa d un cilindro minore. 

Pico in secondo luogo che questo medesimo 
prodotto non può misurare la superficie d'un 
cilindro maggiore. Poiché, per non cambiar* 
figura , sia CD il raggio della base del cilindro 
dato, e sia, s'è possibile, circ.CDXA la su- 
perficie convessa d'un cilindro, che colla mede- 
sima altezza avesse per base un circolo maggiore, 
per esempio , il circolo , di cui il raggio è CA. 
Si farà la medesima costruzione come nella 
prima ipotesi, e la superficie convessa del 
prisma sarà sempre uguale al contorno del po- 
ligono GHIP moltiplicato per V altezza A. Ma- 
questo contorno è maggiore di c/Vf.CD; dun- 
que la superficie del prisma sarebbe maggiore di 
(i/c.CDXA, che per supposizione è la super- 
ficie del cilindro della medesima altezza , in cui 
CA è il raggio della base. Dunque la superficie 
del prisma sarebbe maggiore di quella di que- 
sto cilindro. Ma, quand'anche il prisma fosse 
iscritto nel cilindro, la sua superficie sarebbe 
minore di quella del cilindro * ; a più forte ra- * 3. 
gione essa è minore quando il prisma non si 
estende fino al cilindro. Dunque la seconda sup- 
posizione non potrebbe aver luogo : dunque 
la circonferenza della base d'un cilindro 
moltiplicata per la sua altezza non può misurare 
la superficie d' un cilindro maggiore. 

Dunque finalmente la superficie convessa d'un 
cilindro è uguale alla circonferenza della sua 
base moltiplicala per la sua altezza. 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA \ 

ha solidità d' un cono è uguale al prodotto 
della sua base pel terso della sua altezza. 
Fig.a59. Sia SO l'altezza del cono dato, AO il raggio 
della base; se si rappresenta con sup.AO la su- 
perficie della base, io dico che la solidità di 
questo cono sarà eguale a sup. AOy^^SO. 

Infatti supponiamo i.° che sup. AOX3SO sia 
la solidità d' on cono maggiore , per esempio , del 
cono, di cui SO è sempre l'altezza, ma in cui 
OB, maggiore di AO, è il raggio della base. 

Al circolo, di cui il raggio è AO, circoscri- 
vete un poligono regolare MNPT, che non in- 

* 10, 4» contri la circonferenza, il di cui raggio è OB*: 

immaginate quindi una piramide, che abbia per 
base il poligono , e per vertice il punto S. La 

* 19, 6. solidità di questa piramide* è uguale all'area 

del poligono MNPT moltiplicata pel terzo del- 
l'altezza SO. Ma il poligono è maggiore del 
circolo iscritto rappresentato da sup.AO; dun- 
que la piramide è maggiore di iap.AOXjjSO, 
che, per supposizione, è la misura del cono , di 
cui S è il vertice, ed OB il raggio della sua ba- 
se. Ora, al contrario, la piramide è minore del 
cono, poiché v'è contenuta; dunque i.° è im- 
possibile che la base d'un cono moltiplicata pel 
terzo della sua altezza sia la misura d'un cono 
maggiore. 

Dico '2.° che questo medesimo prodotto non 
può essere la misura d' un cono minore. Poiché, 
per non cambiar figura, sia OB il raggio della 
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base del cono dato, e sia, s'è possibile , 
5M/J.OBX i SO la solidità del cono, che ha per 
altezza SO , e per base il circolo, di cui AO è 
il raggio. Si farà la medesima costruzione che 
qui sopra, e la piramide SMNPT avrà per mi- 
sura l'area MNPT moltiplicata per £SO. Ma 
l'area MNPT è minore di sup.QB; dunque la 
piramide avrebbe una misura minore di sup.OB 
X3SO, e per conseguenza sarebbe minore del 
cono, in cui AO è il raggio della base, e SO 
l'altezza. Ora, al contrario, la piramide è mag- 
giore del cono, poiché il cono V è -contenuto : 
dunque 2.° è impossibile che la base d'un cono 
moltiplicata pel terzo della sua altezza sia la mi- 
sura d'un cono minore. 

Dunque finalmente la solidità d'un cono è 
uguale al prodotta della sua base pel terzo della 

sua altezza. 

Corollario. Un cono è il terzo d'un cilindro 

della medesima base^ e della medesima altezza : 

da ciò segue 

i.° Che i coni d'uguali altezze stanno fra loro 

come le basi ; 

a.° Che i coni di basi ugnali stanno fra loro 

come le altezze; 

5,° Che i coni simili stanno come i cubi dei 

diametri delle loro basi, o come i cubi delle loro 

altezze. 

Scolio. Sia R il raggio della base d' un cono , 
A la sua altezza; la solidità del cono sarà tR 2 
X4A,o|tR 8 à. 
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PROPOSI ZI ONE VI. 

TEOREMA 

Fig.a6o. Il cono troncato ADEB, in cui OA, e DP 
tono i raggi delle basi , e PO V altezza , Ila per 

misura -Jt.OP^ÀÒh-DPh-AOXDP). 

Sia TFGH una piramide triangolare della me- 
desima altezza del cono SAB, e la di cui base 
FGH sia equivalente alla base del cono. Si può 
supporre che queste due basi siano situate sopra 
un medesimo piano; allora i vertici S, e T sa- 
ranno a distanze uguali dal piano delle basi, ed 
.il piano EPD prolungato farà nella piramide la 
sezione IKL. Ora io dico che questa sezione 
1KL è equivalente alla base DE; poiebè le basi 
AB , DE stanno fra loro come i quadrali dei 

* 11,4. AO , DP*, o come \ quadrati delle altezze 

SO, SP; i triangoli FGH * IKL stanno fra loro 

* i5,6. come i quadrati di queste medesime altezze*; 

dunque i circoli AB , DE stanno fra loro come 
i triangoli FGH, IKL. Ma, per supposizione, 
ij triangolo FGH è equivalente al circolo AB ; 
dunque il triangolo IKL è equivalente al circolo 
DE. 

Ora la base AB moltiplicata per * SO è la mi- 
sura del cono SAB, e la base FGH moltiplicata 
per 3 SO è la misura della piramide TFGH; dun- 
que, à motivo delle basi equivalenti, la solidità 
della piramide è equivalente a quella del cono. 
Per una simil ragione la piramide TIKL è equi- 
valente al cono SDE; dunque il tronco di cono 
ADEB è equivalente al tronco di piramide 
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FGHIKLu Ma la base FGH , equivalente al cir- • 

colo, il di cui raggio è AO, ha per misura 

a a 

tXAOj parimente la base IKL=tXDP; e la 

1 3 

media proporzionale fra tXAO, e tX^P è 
tXAOXDP; dunque la solidità del tronco 
di piramide , o quella del tronco di cono , ha 

per misura |OP X (* X ACM-r X DP-fr X AO X 

DP)«, ch'è lo stesso che £ tXOPX(AOh-DP '»o,6. 
-+AOXDP). 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOBEMA 

La superficie convessa d'un cono è uguale alla 
circo njsren sa delia sua base moltiplicata per la 
metà del suo lato. 

Sia AO il raggio della base del cono dato, S ri « a5 3- 
il suo vertice , e SA il suo lato; dico chela sua 
superficie sarà c/Vc.AOXiSA. Poiché sia, se è 
possibile, ci/c. AOX à SA la superficie d'un co- 
no, che avesse per vertice il punto S, e per 
base il circolo descritto col raggio ÒB maggiore 
di AO. 

Circoscrivete al circolo minore un poligono 
regolare MNPT , i cui lati non incontrino la 
circonferenza, che ha per raggio OB; e sia 
SMNPT la piramide regolare , che avesse per 
base il poligono , e per vertice il punto S. Il 
triangolo SMN, uno di quelli, che compongono 
la superficie convessa della piramide, ha per 
misura la sua base MN moltiplicata per la metà 
dell' altezza SA, che è nel tempo stesso il lato 
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del cono dato ; quest* altezza essendo uguale fa 
lutti gli altri triangoli S1NP, SPQ, ce, ne segue 
che la superficie convessa della piramide é 
uguale al contorno 1V1NPTM moltiplicato per 
iVSA. Ma il contorno MNPTM è maggiore 
di circ.KQ ; dunque la superficie convessa della 
piramide è maggiore di r./rc.AOXèSA, e per 
conseguenza maggiore della superficie convessa 
del cono , che col medesimo vertice S avesse per 
hase il circolo descritto col raggio OB. Ora , al 
contrario, la superficie convessa del cono e mag- 
giore di quella della piramide; perche, se si 
addossi base a hase, cioè, la piramide a una 
piramide uguale, il cono ad un cono uguale, la 
superficie dei due coni circonderà da tutte le 
parti la superficie delle due piramidi; dunque la 
*Um.2. p r ; nia superficie sarà maggiore della seconda*; 
dunque la superficie del cono è maggiore di 
quella della piramide, che v'è contenuta. Il 
contrario sarebbe una conseguenza della nostra 
supposizione ; dunque questa supposizione non 
può aver luogo: dunque i.° la circonferenza 
della base d'un cono dato moltiplicata per la 
metà del suo lato non può misurare la superficie 
A' un cono maggiore 

Dico 2.° che lo stesso prodotto non può mi- 
surare la superficie d'un c*ono minore. Poiché 
sia BO il raggio della base del cono dato , e sia, 
se è possibile , nrc. BOX^SB la superficie del 
cono , di cui S è il vertice , ed AO, minore di 
OB , il raggio della base. 

Avendo fatta la medesima costruzione di 
sopra, la superficie della piramide 8MNPT 
sarà sempre uguale al contorno AI K PT mol- 
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tiplicato per jSA. Ora il contorno MNPT 
è minore di circ.BO, SA è minore di SB$ dun- 
que, per questa doppia ragione, la superficie 
convessa della piramide è minore di c/rc.BOX 
iSB:, che , per supposizione , è la superficie del 
cono , in cui AO è il raggio della base 5 dunque 
la superficie della piramide sarebbe minore di 
quella del cono iscritto. Ora, al contrario, è 
maggiore 5 poiché , addossando base con base , 
la piramide a una piramide uguale, il cono ad 
un cono uguale , la superficie delle due piramidi 
circonderà quella dei due coni , e per conse- 
guenza sarà la maggiore. Dunque 2.9 è impos- 
sibile che la circonferenza della base d'un cono 
dato moltiplicata per la metà del suo lato mi- 
suri* la superficie d' un cono minore. 

Dunque finalmente la superficie convessa d'uu 
cono è uguale alla circonferenza della sua base 
moltiplicate per 1, metà dej suo lato. ; 

Scolio. Sia L il lato d'un cono , R il raggio 
della sua base 3 la circonferenza di questa base 
sarà 2tR, e la superficie del cono avrà per 
misura 2tRXsL,o tRL. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

La superfìcie convessa del tronco di cono ADEBpjg,^ 
è uguale al suo lato AD moltiplicato per la 
semi-somma delte circonferenze delle sue due 
basi AB, DE. 

Nel piano SAB, che passa per l'asse SO, 
conducete perpendicolarmente a SA la linea 
retta AF uguale alla circonferenza , che ha per 
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raggio AO; tirate SF, e conducete DH paral- 
lela ad AF. 

A motivo dei triangoli simili SAO , SDG si 
avrà AO : DC : :SA • SD ; ed a cagione dei trian- 
goli simili SAF, SDH s'avrà AF : DH ; : SA 
;SD ; dunque AF : DH: :AO : DC, ossia ; Idre. 
u, 4» AO l circ.DC*. Ma , per costruzione, AF=circ. 
AO ; dunque DH=circ.DC, Posto ciò , il trian- 
golo SAF , che ha per misura AFXiSA, è 
uguale alla superficie del cono SAB, che ha 
per misura ciré AOX^SA. Per una simile ra- 
gione , il triangolo SDH è uguale alla superficie 
del cono SDE. Dunque la superficie del tronco 
ADEB è uguale a quella del trapezio ADHF.Que- 

/AFh-DH\ 

V 5, st' ultimo ha per misura * ADX^ ); 

dunque la superficie del tronco di cono ADEB 
è uguale al suo lato AD moltiplicato per la 
semi-somma delle circonferenze delle sue due 
basi. 

Corollario. Pel punto I, in mezzo di AD con- 
ducete IKL parallela ad AB , ed IM parallela 
ad AF ; si dimostrerà , come qui sopra , che 
IMrr^/rc.IK. Ma il trapezio ADHF=ADXIM 
=ADX c,rr «^K* Dunque si può ancora dire che 
la superfìcie, d'un tronco di cono è uguale al suo 
Info moltiplicato per la circonferenza d'una se- 
zione fatta ad ugual distanza dalle sue due basi. 

Scolio. Se una linea AD situata tutta intera 
da una medesima parte della linea OC , e nello 
stesso piano , fa una rivoluzione intorno ad OC, 
la superficie descritta da AD avrà per misura 

ADX f - 1 ^,owero ADXwc.IK; 
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essendo le linee AG, DC, IK perpendicolari 
abbassate dalle estremità, e dal mezzo della 
linea AD sopra Tasse OC. . 

Poiché , se si prolungano AD , ed OC fino al 
loro incontro scambievole in S, è chiaro che 
la superficie descritta da AD è quella d' un 
cono troncato , in cui AO , e DC sono i raggi 
delle basi , avendo il cono intero per vertice il 
punto S. Dunque questa superficie avrà la mi- 
sura summenzionata. 

Questa misura avrebbe sempre luogo quan- 
d'anche il punto D cadesse in S , il che da- 
rebbe un cono intero 5 ed anche quando la li- 
1 AD fosse parallela all' asse , lo che darebbe 







m 





nel secondo DC sarebbe uguale ad AO, e ad 1K. 

PROPOSIZIONE IX. - : 

TEOREMA 

• » 

Siano AB , BC , CD più lati successivi d\n*ìg.-6-. 
polìgono regolare, O il suo centro, ed 01 il raggio 
del circolo iscritto ; se si sitppone che la porzione 
di poligono ABCD , situata tutta intera da una 
medesima banda del diametro FG , faccia una 
rivoluzione intorno a questo diametro , la super- 
ficie descritta da ABCD ébrà per misuraMQ^Cs 
circ.Oì , essendo MQ /' altezza di questa super* 
fide, ola parte dell'asse compresa frale per* 
pendicolari estreme AM , DQ. 

Essendo il punto I quello di mezzo di AB, 
ed essendo 1K una perpendicolare air asse ab- 
bassata dal punto I, la superficie descritta da 
AB avrà per misura ABX<*mlK* Conducete * s. 



zed by Google 



288 C EO M ET MA 

AX parallela all'asse; i triangoli ABX, OIK 
avranno i lati respettjvamente perpendicolari, 
cioè, 01 ad AB, IK ad AX , e OK a BX; dunque 
questi triangoli sono simili , e danno la propor- 
zione ab ; ax , o mn : : oi ; ik , ossia : : eirc.oi 

; circi K; dunque ABXwc.lK—MNX«>c.OI. 
Donde si fa manifesto che la superficie descritta 
da AB è uguale alla sua altezza MN moltiplicata 
per la circonferenza del circolo iscritto. Pari- 
mente la superficie descritta da BC=NPX c '' / *c. 
OI ; la superficie descritta da CD— TQy(c ire A)I. 
Dunque la superficie descritta dalla porzione di 
poligono ABCD ha per misura (MN-*-NP-*-PQ) 
X ci re éOIy o MQX^^'c.OI : essa dunque è uguale 
alla sua altezza moltiplicata per la circonferenza 
del circolo iscritto. 

Corollario, Se il poligono intero è d'un nu- 
mero pari di lati , e se F asse FG passa per due 
vertici opposti F, e G, la superficie intera 
descritta dalla rivoluzione del semi-poligono 
FACG sarà uguale al suo asse FG moltiplicato 
per la circonferenza del circolo iscritto. Quest'as- 
se FG sarà nel tempo stesso il diametro del 
circolo circoscritto. ^ 

PROPOSIZIONE X. 

T E O REMA 

La superficie della sfera è uguale al suo dia- 
metro moltiplicalo per la circonjerenza d'un cir- 
colo grande* 

Dico i.° che il diametro d'una sfera molti- 
plicato per la circonferenza d'un suo gran circolo 
non può misurare la superficie d'una sfera mag- 
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giore. Poiché sia, se è possibile, ABX c,r c<A'*tìg**63. 
la superficie della sfera , che ha per raggio CD. 

Al circolo , che ha per raggio GA , circoscri- 
vete un poligono regolare d J un numero pari di 
lati, che non incontri la circonferenza , di cui 
OD è il raggio ; siano M , e S due vertici opposti 
di questo poligono; ed intorno al diametro MS 
fate girare il semi-poligono MPS. La super- 
ficie descritta da questo poligono avrà per mi- 
sura MSX c "' r «AC*; ma MS è maggiore di AB ; * 9« 
dunque la superficie descritta dal poligono é 
maggiore di * AB X vircàfu , e per conseguenza 
maggiore della superficie della sfera, di cui il 
raggio è CD. Ora, per lo contrario, la superficie 
della sfera è maggiore della superficie descritta 
dal poligono , poiché la prima circonda la secon- 
da da tutte le parli. Dunque 1 .° il diametro 
d'una sfera moltiplicato per la circonferenza 
del suo gran circolo nèn può misurare la su- 
perficie d* una sfera maggiore. 

Dico a.° ( he questo stesso prodotto non può 
misurar la superficie d J una sfera minore. Poi- 
ché sia, se è possibile, DEy^circ.CD la super- 
ficie della sfera , che ha per raggio CA. Si farà 
la medesima costruzione come nel primo caso, 
e la superficie del solido generato dal poligono 
sarà sempre uguale a MSX c<rt «AC. Ma MS è 
minore di DE, e ciVcAG minore di circ.CD : 
dunque per queste due ragioni la superficie del 
solido descritto dal poligono sarebbe minore 
di DEX cir< »CD , e per conseguenza minore 
della superficie della sfera , il cui raggio è AC. 
Ora , al contrario , la superficie descritta dal 
poligono è maggiore della superficie della sfera, 
E lem. di Georn. a 5 
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di cui il raggio è AC, poiché la prima superfi- 
cie circonda la seconda; dunque 2. 0 il diametro 
d'una sfera moltiplicato per la circonferenza 
del suo gran circolo non può misurare la su- 
perficie d'una sfera minore. 

Dunque la superficie della sfera è uguale al 
suo diametro moltiplicato per la circonferenza 
di un suo gran circolo. 

Corollario* La superficie del gran circolo si 
misura moltiplicando la sua circonferenza per 
la metà del raggio , o pel quarto del diametro ; 
dunque la superficie della sfera e quadrupla di 
quella d* un suo gran circolo. 

Scolio . Essendo cosi misurata la superficie 
della sfera , e paragonata con superficie piane, 
sarà facile d'aver il valore assoluto dei fusi, 
e triangoli sferici , di cui si è determinato di so- 
pra il rapporto coir intera superficie della sfera. 

Primieramente il fuso , il cui angolo è A, sta 
alla superficie della sfera come V angolo A sta a 

* 20, 7. quattro angoli retti*, o come l'arco di gran 

circolo , che misura l'angolo A, sta alla circon- 
ferenza di questo medesimo gran circolo. Ma 
la superficie della sfera è uguale a questa circon- 
ferenza moltiplicata pel diametro ; dunque la - 
superficie del fuso è uguale all'arco, che misura 
l'angolo di questo fuso, moltiplicato pel dia- 
metro. 

In secondo luogo ogni triangolo sferico è 
equivalente ad un fuso, il cui angolo è uguale 
alla metà dell'eccesso della somma dei suoi tre 

* 20, 7. angoli sopra due angoli retti*. Siano dunque 

P, Q R gli archi di gran circolo , che misurano, 
i tre angoli del triangolo ; sic C la circonferenza 
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d'un gran circolo, e D il sao diametro : il trian- 
golo sferico sarà equivalente al fuso , il cui angolo 

ha per misura - — , e per conseguenza 

/p.+.Q-f-R—iCN 
la sua superficie sarà DX(^ ~ J. 

Quindi è che, nel caso del triangolo tri-ret- 
tangolo, ciascuno degli archi P, Q, R è uguale 
ad , la loro somma è |C, V eccesso di questa 
somma sopra $C è £C, e la metà di quest'ec- 
cesso = £C; dunque la superficie del triangolo 
tri-rettangolo =|CXI>> eh* è l'ottava parte 
della superfìcie totale della sfera. 

La misura dei poligoni sferici si deduce im- 
mediatamente da quella dei triangoli; d'altronde 
essa è interamente determinata dalla Proposi- 
zione XXIV. del Lih. VII., giacché l'unità di 
misura, eh' è il triangolo tri-rettangolo, s'è ora 
valutata in superficie piana. 

* 

PROPOSIZIONE XI. 

■ 

TEOREM A 

La superficie d' una zona sferica qualunque è 
uguale all'altezza di questa zona moltiplicata 
per la circonferenza d' un circo/o grande. 

Sia EF un arco qualunque minore o niag- 
giore del quarto di circonferenza, e sia abbas- 
sata FG perpendicolare sul raggio EC jdico che 
la zona a una sola base , descritta dalla rivolu- 
zione dell'arco EF intorno ad EC. avrà per 
misura EGX^>cEC. 

Poiché supponiamo primieramente che questa 



Digitized by 



29* geometrìa 

zona abbia una misura minore, e sia, s'è pos- 
sibile , questa misura =EGX c<rc -CA. Iscrivete 
nell' arco EF una porzione di poligono regolare 
EMNOPF , i di cui lati non arrivino alla circon- 
ferenza descritta col raggio CA, ed abbassate 
CI perpendicolare sopra EM: la superficie de- 
scritta dal poligono EMF, che gira intorno ad 
** EC, avrà per misura EGXciVc.CI* Questa 
quantità è maggiore di EGXci>c.AC, che per 
ipotesi è la misura della zona descritta* dall'arco 
ÉF. Dunque la superficie descritta dal poligono 
EMNOPF sarebbe maggiore della superficie de- 
scritta dall'arco circoscritto EF j ora, al contra- 
rio, quest'ultima superficie è maggiore della 
prima, poiché la inviluppa da tutte le parti; 
dunque i.° la misura di qualunque zona sferica 
a una sola base non può essere minore dell'al- 
tezza di questa zona moltiplicata per la circon- 
ferenza d'un circolo grande. 

Dico in secondo luogo che la misura dèlia 
medesima zona non può esser maggiore dell'al- 
tezza di questa zona moltiplicata per la circon- 
ferenza d'un circolo grande. Poiché supponia- 
mo che si trattasse della zona descritta dall'arco 
AB intorno ad AC , e sia, s'é possibile , Mona 
AB>ADX c,rc -AC. La superficie intera della 
sfera, composta di due zone AB, BH, ha per 

* ,o. misura AH X«> C - AC *> ovvero ADX«^-AC-f 
DHX c,rc *AC; se dunque si ha gotta AB>ADX 
cirr.AC, farà di mestiere che si abbia *ow?BH< 
DHX^-AC ; ciò ch'è contrario alla prima 
parte digià dimostrata. Dunque 2.° la misura 
d'una zona sierica ad una sola base non può 
esser maggiore dell'altezza di questa zona molti- 
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plicata per la circonferenza d'un circolo grande. 

Dunque finalmente qualunque zona sferica a 
una sola base ha per misura Y altezza di questa 
zona moltiplicata per la circonferenza d'un circolo 
grande. 

Consideriamo adesso una zona qualunque a 
due basi descritta dalla rivoluzione dell'arco 
FH intorno al diametro DE, e sieno abbassate Fig.220. 
le perpendicolari FO, HQ su questo diametro. 
La zona descritta dall'arco FH è la differenza 
delle due zone descritte dagli archi DH e DF ; 
queste ultime hanno per misura DQy,vìic.CD> 
e DO X<*' c.CD; dunque la zona descritta da 
FH ha per misura (DQ — DO)circ.CD, ossia 
OQX^.CD. 

Dunque ogni zona sferica a una o due basi 
ha per misura Y altezza di questa zona moltipli- 
cata per la circonferenza d' un circolo grande. 

Corollario. Due zone prese in una medesima 
sfera, o in sfere eguali, stanno tra loro come 
le loro altezze 5 ed una zona qualunque stà alla 
superficie della sfera come l'altezza di questa 
zona sta al diametro. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 

ScJl triangolo BAC, ed il rettangolo BCEF*»g»?4- 
della medesima base , e della medesima altezza * * 65 
girano simultaneamente intorno alla base comune 
BC, il solido descritto dalla rivoluzione del trian- 
golo sarà il tento del cilindro descritto dalla 
rivoluzione del rettangolo. 

Abbassate sull'asse la perpendicolare AD : Fi . %6À 
il cono descritto dal triangolo ABD è il ter- 
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zo del cilindro descritto dui rettangolo AFBD*; 
parimente il cono descritto dal triangolo ADC 
è il terzo del cilindro descritto dal rettangolo 
ADCE; dunque la somma dei due coni, o il 
solido descritto da ABC, è il terzo della som- 
ma dei due cilindri , o del cilindro descritto 
dal rettangolo BCEF. 
*65. Se la perpendicolare AD cade al di fuori del 
triangolo , allora il solido descritto da ABC sarà 
la differenza dei coni descritti da ABD, e ACD ; 
ma nel tempo stesso il cilindro descritto da 
BCEF sarà la differenza dei cilindri descritti da 
AFBD , AECD ; dunque il solido descritto dalla 
rivoluzione del triangolo sarà sempre il terzo 
del cilindro descritto dalla rivoluzione del ret- 
tangolo della medesima base, e della medesima 
altezza. 

Scolio. Il circolo , di cai AD è il raggio , 

ha per superficie wX AD ; dunque tXADXBC 
v la misura del cilindro descritto da BCEF, e 

^XADXBC è quella del solido descritto dal 
triangolo ABC. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA 

.:<#. Supponendosi che il triangolo CAB faccia una 
i ivolutione intorno alla linea CD condotta a pia» 
cimento Juori del triangolo dal suo vertice C , 
trovare la misurn del solido così generato. 

Prolungate H lato AB finché incontri Tasse 
CD in D ; dai punti A , e B abbassate sull'asse 
le perpendi colan AM , BN. 
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Il solido descritto dal triangolo CAD ha per 

misura *ìtXAMXCD; il solido descritto dal * 

triangolo CBD ha per misura JtXBNXCD; 
dunque la differenza di questi solidi, o il soli- 

do descritto da ABC, avrà per misura Jt(AM — 

BN)XCD. 

Si può dare un' altra forma a questa espres- 
sione. Dal punto I , mezzo di AB , conducete 
IK perpendicolare a CD, e pel punto B con- 
ducete BO .parallela a CD; si avrà AM-hBN= 
aIK*,ed AM—BN=AO 3 dunque (AM-+BN)X * 7, 3. 

(AM— BN), o AS^BÌvLalKXAO*. La mi- * 10,3. 

sura del solido, di cui sì tratta, è dunque 
espressa ancora da ^ttXI^XAOXCD. Ma, se 
si abbassa CP perpendicolare sopra AB , i trian- 
goli ABO , DCP saranno simili , e daranno la 
proporzione AO : CP ; : AB : CD , donde re- 
sulta AOXCD=CPXAB 5 d'altronde CPX AB 
è il doppio dell'area del triangolo ABC ; e però 
si ha AOXCD=2ABC: dunque il solido de- 
scritto dal triangolo ABC ha pure per misura 
3XXABCXIK, o , il che è lo stesso, ABCX 
*«rc.IK, (poiché ci>c.IK=2tIK). Dunque il 
solido descritto dalla rivoluzione del triangolo 
ABC , ha per misura l'area di questo triangolo 
moltiplicata per i due tersi della circonferenza, 
che descrive il punto I mezzo della sua base. 

Corollario. Se il lato AC=CB, la linea ClFig.a67. 
sarà perpendicolare ad AB , Y area ABC sarà 
uguale ad ABXàCI,e la solidità |tX ABCXIK 
diventerà §txABxIKxCI. Ma i triangoli ABO, 
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CIK sono simili, e danno la proporzione AB 

: ROo MN::Ci : ik ; dunque ab xik=mn 

XCl 5 dunque il solido descritto dal triangolo 



isoscele ABC avrà per misura 5 tXMNXCJ. 

Scolio. La soluzione generale sembra sup- 
porre che la linea AB prolungata incontri Tasse; 
ma i resuìtamenti non sarebbero meno veri 
quando la linea AB fosse parallela al Tasse. 
Fig.268. Infatti il cilindro descritto da AMNB ha per 

misura tt.AM.MN, il cono descritto da ÀCM= 

'tAM.CM, ed il cono descritto da BCN= 

Jt.AM.CN. Sommando i due primi solidi , e 
togliendone il terzo, s'avrà, pel solido de- 
scritto da ABC, tA5T (MN-+3CM — £CN) : e 
poiché CN— CM=MN , questa espressione si 



a ir.ÀM.?MN, o §tXCP.MN 5 lo che 
si accorda coi resuìtamenti di già trovati. 

PROPOSIZIONE XIV;. " 

TEOREMA 

Fig.afia. Siano AB, BC, CD più lati successivi fu* 
polìgono regolare , O il suo centro , ed OI il 
raggio del circolo iscritto ;se s' immagina ehe il 
settore poligono AOD situato da una stessa parte 
del diametro FG faccia una rivoluzione intorno 
a questo diametro , il solido descritto avrà per 

misura §T.Ol.MQ, essendo MQ la porzione 
dell'asse terminata dalle perpendicolari estreme 

AM, DQ. 
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Infatti , poiché il poligono è regolare , tutti 
i triangoli AOB, BOG, ec. sono uguali , ed iso- 
«celi. Ora , in seguito del corollario della propo- 
sizione precedente , il solido prodotto dal trian- 

golo isoscele AOB ha per misura 3T.OLMN; 
il solido descritto dal triangolo BOC ha per 

misura |t.OI. NP; ed il solido descritto dal 

_ i 

triangolo COD ha per misura *t.OF. PQ. 
Dunque la somma di questi solidi, o il solido 
intero descritto dal settore poligono AOD, avrà 

per^misurafTXW.(MN^NP^PQ),ofT>^>< 
PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

* 

Ogni settore sferico ha per misura la zona , 
che gli serve di base, moltiplicata pel terzo del 
raggio , e la sfera intera ha per misura la sua 
super/ice moltiplicata pel terso del raggio. 

Sia ABC il settore circolare , che colla sua Pig.rto. 

rivoluzione intorno ad AC descrive il settore 

sferico; la zona descritta da AB essendo ADX 

n'rc.AC, o 2TAC.AD*, dico che il settore sf e- » ia- 

rico avrà per misura questa zona moltiplicata 

a 

per £AC, o sia |t.AC.AD. 

Infatti i.° supponiamo , s'è possibile, che 

*• ^ 

questa quantità f^r.AC. AD sia la misura d'un 
settore sferico maggiore , per esempio, del set- 
tore sferico descrìtto dal settore circolare ECF 
simile ad ACB. 



Digitized by Google 



298 GEOMETRIA 

Iscrivete nell'arco EF la porzione di- poligono 
regolare EMNF, i di cai lati non incontrino 
l'arco AB 5 immaginate quinti i che il settore 
poligono ÉNFC giri intorno ad EC nel mede- 
Ri mo tempo del settore circolare ECF. Sia CI 
il raggio del circolo iscritto nel poligono, e 
sia abbassata FG perpendicolare sopra EC. Il 
solido descritto dal settore poligono avrà per 

* ,4. misn»a ^tXCIXEG*: ora CI è maggiore di 
AC , per costruzione , ed EG è maggiore di AD ; 
poiché , tirando AB, EF, i triangoli EFG,ABD, 
i quali sono simili, danno la proporzione eg:ad 

: : fg : bd : : cf : cb ; dnnqoe eg> ad. 

* _ a 

Per questa doppia ragione ^tXCIX^G è 

maggiore di ^X CA XAD: la prima espressio- 
ne é la misura del solido descritto dal settore 
poligono; la seconda è, per ipotesi , quella 
del settore sferico descritto dal settore circo- 
lare ECF : dunque il solido descritto dal set- 

\ tore poligono sarebbe maggiore del settore 
sferico descritto dal settore circolare. Ora , al 
contrario , il solido , di cui si tratta , è minore 
del settore sferico , giacché v'è contenuto ; dun- 

. qtte V ipotesi , dalla quale siamo partiti, non 
^>uò sussistere; dunque 1.0 la zona, o base, 
d* un settore sferico moltiplicata pel terzo del 
raggio non può misurare un settore sferico 
maggiore. 

Dico %*° che il medesimo prodotto non può 
misurare un settore sferico minore. Poiché sia 
CEF il settore circolare, che colla sua rivolu- 
zione produce il settore sferico dato , e snppo- 
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nìatno, s'è possibile, che |tXCEXEG sia la 
.misura cT un settore sferico minore , per esem- 
pio, di quello, che proviene dal settore circo- 
lare ACB. 

Restando la stessa costruzione precedente , 
il solido descritto dal settore poligono avrà 

sempre per misura JtX^XEG; ni a CI è 
minore di CE$ dunque il solido è minore di 

§tXCEXEG, che, per supposizione , è la 
misura del settore sferico descritto dal settore 
circolare ACB. Dunque il solido descritto dal 
settore poligono sarebbe minore del settore 
sferico descritto da ACB : ora , al contrario , il 
solido , di cui si tratta , è maggiore del settore 
sferico, poiché questo è contenuto in quello. 
Dunque 2.° è impossibile che la zona d' un set- 
tore sferico moltiplicata pel terzo del raggio 
sia la misura d'un settore sferico minore. 

Dunque Ogni settore sferico ha per misura la 
zona, che gli serve di base, moltiplicata pel 
terzo del raggio. 

Un settore circolare ACB può aumentare fino 
« divenire uguale al semi-circolo 5 allora il 
settore sferico descritto dalla di lui rivoluzione 
è la sfera intera. Dunque la solidità della sfera 
è uguale alla sua superficie moltiplicata pel terzo 
del suo raggio. 

Corollario. Stando le superficie delle sfere 
come i quadrati dei loro raggi , queste superficie 
moltiplicate pe' raggi stanno come i cubi dei 
raggi medesimi. Dunque le solidità di due 
sfere stanno come i cubi dei loro raggi ; o come 
i cubi dei loro diametri. 
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basi , che equivalgono a due circoli grandi , la 
superficie totale del cilindro circoscritto sarà 
uguale a sei circoli grandi ; dunque la superficie 
delia sfera sta alla superficie totale del cilindro 
circoscritto come 4 sta a 6, o come i stà a 3. 
Quest'è il primo punto, che si trattava di di- 
mostrare. 

In secondo luogo, poiché la base del cilin- 
dro circoscritto è uguale ad un gran circolo , e 
la sua altezza al diametro , la solidità del cilin- 
dro sarà uguale al gran circolo moltiplicato pel 
diametro*. Ma la solidità della sfera è uguale * 1 • 
a quattro circoli grandi moltiplicati pel terzo del 
raggio*, lo che riducesi ad un gran circolo* l6# 
moltiplicato per | del raggio, o per § del dia- 
metro ; dunque la sfera stà al cilindro circo* 
scritto come 2 stà a 3, e per conseguenza le 
solidità di questi due corpi stanno fra loro come 
le loro superficie. 

Scolio. Se s' immagina un poliedro , di cui 
tutte le faccie tocchino la sfera , questo polie- 
dro potrà essere considerato come composto 
di piramidi , che hanno tutte per vertice il centro 
della sfera , e le cui basi sono le differenti faccie 
del poliedro. Ora è chiaro che tutte queste pira- 
midi avranno per altezza comune il raggio della 
sfera ; talmentechè ogni piramide sarà uguale 
alla faccia del poliedro , che le serve di base , 
moltiplicata pel terzo del raggio : dunque il po- 
liedro intero sarà uguale alla sua superficie mol- 
tiplicata pel terzo del raggio della sfera iscritta. 

Si vede da ciò che le solidità dei poliedri 
circoscritti alla sfera stanno fra loro come le 
nuperficie di questi medesimi poliedri. Così la. 
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proprietà , che abbiamo dimostrata pel cilindro 
circoscritto, è comune a un infinità d' altri corpi. 

Si sarebbe potuto osservare ugualmente che 
le superficie dei poligoni circoscritti al circolo 
stanno fra loro come i respettivi loro contorni. 

PROPOSIZIONE XVII. 

PROBLEMA 

'ig.ati. Supponendosi che il segmento circolare BMD 
faccia una rivoluzione intorno al diametro ester- 
ne a questo segmento , trovare il valore del so- 
lido generato. 

Abbassate sull'asse le perpendicolari BE-, 
DF ; dal centro C conducete CI perpendicolare 
sulla corda BD; e tirate i raggi GB, CD. 

Il solido descritto dal settore BCA=f TxCBx 

* i5 . AE*; il solido descritto dal settore DCA=f tX 

CBXAF ; dunque la differenza di questi due so- 
lidi, o il solido descritto dal settore DCB=|tX 

CB. (AF— AE)=|t.CB.EF . Ma il solido de- 
scritto dal triangolo isoscele DCB ha per misura 

♦ .4. |?r.Cl.EF*; dunque il solido descritto dal se- 

gmento BMD=§7r.EF.(CB— CI). Ora nel trian- 

1 a a 1 

golo rettangolo' CBI si ha CB — C1=BI=£BD ; 

dunque il solido descritto dal segmento BMD 

avrà per misura §T.EF.iBD , ossia f x.BD.EF. 

Scolio, lì solido descritto dal segmento BMD 
sta alla sfera, che ha per diametro BD, come 

^tt.ED. EF sta a |t.BD , ovvero : : EF : BD. 
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PROPOSIZIONE XVIII. 

TE O H E M A 

Ogni segmento di sfera comprese fra due piani 
paralleli ha per misura la semi-somma delle 
sue basi moltiplicata per la sua altezza , più la 
solidità della sfera, di cui questa medesima 
altezza è il diametro. 

Siano BE, DF i raggi delle basi del segmento,? ig.*7i. 
EF la sua altezza , talmente che il segmento sia 
prodotto dalla rivoluzione dello spazio circo- 
lare BMDFE intorno all'asse FE. Il solido 

descritto dal segmento BMD*=:£tXBDXEF; * 
il tronco di cono descritto dal trapezio BDFE* * 6 - 

=f T.EF.(BE-+DF-4-BE.DF) ; dunque il se- 
gmento di sfera, eh' è la somma di questi due 

solidi , = jl x . EF. (aBEH-2 DF-+-2 BE. DF-hBD) . 
Ma , tirando BO parallela ad EF , s' avrà DO 

— DF— BE , DO=DF— aDF.BE-f-BE*, e per * » 3. 

conseguenza BD^BO+DO =ÉF-t-DF — 2DF X 

BE-+-BE. Ponendo questo valore in vece di 

BD neir espressione del segmento, e scancel- 
lando ciò, che distruggesi , s'avrà per la solidità 
del segmento 

£T.EF.(3BElf3DF-+EF) ; 
espressione , che si decompone in due parti ; una 

5r.EF.(3BÈ*H.3DF), ovvero EP.(iEtl5!), 
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è la semi-somma delle basi moltiplicata per 

3 

t' altezza ; l'altra Ì*%X E * rappresenta la sfera, 
i5.sc.il cui diametro è EF\ Dunque ogni segmento 
di sfera ec. 

Corollario. Se una delle basi è nulla , il se- 
gmento , di cui si tratta , diviene un segmento 
sferico a una sola base : dunque ogni segmento 
0 sferico a una base equivale alla metà del cilindro 
della medesima base , e della medesima allessa, 

più la sfera , di cui quesl' alte.*%a è il diametro. 

■ 

Scolio generale 

Sia R il raggio della base d' un cilindro , 
K la sua altez za; la solidità del cilindro sarà 
- tH XA, otR : A. 

Sia R il raggio della base d un cono , A la 
sua altezza; la solidità del cono sarà *-R*X3 A > 

° Siano B, « C i raggi delle basi d'un cono 
troncato, A la sua altezza ; la solidità del tronco 
di cono sarà ìtA^C'h-BC} 

Sia R il raggio d' una sfera ; la sua solidità 

sarà |rB. • , . » v .1 

Sìa R il raggio d' un settore sferico , A 1 al- 
tezza della zona , che gli serve di base ; la soli- 
dità del settore sarà |tR"A. 

Siano P, e Q le due basi d' un segmento 
sferico, Ala >na altezza; la solidità di questo 

1 Ì4.'(T A' 

segmento sarà l — ~— ^.A-t- 6 7r.« . 

Se il segmento sferico non ha che nna sol» 
base P, essendo l'altra nulla, la sua solidità 
sarà U'A-^fl-À'. 

'Fine degli Elementi di Geometria. 
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